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De beoefening der Wiskunde leidt tot stel- 
selmatig denken. Zij gewent aan kortheid 

van uitdrukking, aan bondige redeneering. is 
Zij scherpt het oordeel en beoogt bij een 
minimum van omvang een maximum van — 
inhoud. En 
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In het Tijdschrift „DE VRIEND DER WISKUNDE” 


Ù 
z 


stellen wij ons voor de belangrijkste onderdeelen der lagere Ee ú 
wiskunde te behandelen, nu eens door eene meer witvoerige B 


beschouwing van eenig hoofdstuk uit de Theorie te leveren, — 
dan door eene reeks van Vraagstukken te geven, ten einde — 
duidelijk te doen worden, wat bij de studie moeielijkheid. Ë 
opleverde. Hierbij zullen wij ons er vooral op toeleggen 8 
om de studie voor het examen te vergemakkelijken. — Ver- 
der zullen wij de schriftelijke opgaven van verschillende Li 
examens onder de aandacht onzer lezers brengen, uitandere — 
zelf eene keuze doen, en den inteekenaars in de gelegenheid Là 
stellen de oplossing te vragen van vraagstukken, waarmede — 


zij moeite hebben. 2 
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Een algemeene weg ter berekening van zijden en 
diagonalen van ingeschreven regelmatige veelhoeken. 


Is een boog onderling meetbaar met den omtrek van een 
cirkel, dan kan men, door dien boog eenige malen achter- 
eenvolgens op den cirkelomtrek af te passen, het beginpunt 
weer bereiken. 

Twee gevallen zijn daarbij te onderscheiden : 

a) de boog is een evenmatig deel van den omtrek ; 

b) de boog is wel een evenmatig deel van een veelvoud des 
omtreks, niet van dien omtrek zelve. 

In ’t le geval komt men in ’t aanvangspunt na 1 rondgang; 

in ’t 2de slechts na twee of meer malen den omtrek langs 
gegaan te zijn. 

Het le is een bijzonder geval van het tweede. 

Omdat bij gelijke bogen gelijke koorden behooren, zijn de 
koorden, die de opvolgende deelpunten verbinden, gelijk ; 

in ’t le geval is de koorde de zijde van den regelmatigen n-hoek; 
in ’t 2e geval is ze de zijde van een regelm. veelh. in 
ruimeren zin; 

d. í, van een sterveelhoek of een diagonaal van een regel- 
matigen veelhoek. 

Noemen we de koorde, die 1 boog onderspant k,; die, 
welke # bogen onderspant k, dan kan uit de volgende op- 


merkingen en formules elke zijde van een veelhoek en tevens 
zijne diagonalen in functie van den straal en ’t aantal zijden 
worden uitgedrukt. 

Allereerst leert ons de formule voor de koorde van den 
halven boog 

b == v | ri rdnr — ar) 
bij omkeering en voor onze notatie : 
Ke ze v(4r? — k?). 

Nemen we vervolgens den vierhoek, waarvan 3 zijden — k, 
en de derde — k, terwijl de beide diagonalen — k, zijn, 
dan leert het theorema van Proremeus, toegepast op 
dezen vierhoek: 

kit kek, =ki, 
De Vriend der Wiskunde. XIV. 1 
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waaruit door substitutie van onze waarde voor k, de waarde 
van k, in functie van k, en r wordt uitgedrukt: 
k, = (Bere kg 
ke 
Zoo hangt k, op dezelfde wijze van k, en rafalsk, zelve 
van k, en r, zoodat 


kn 2 v(4r? — kì) 


en door substitutle van de waarde voor k, vinden we na eene 
korte herleiding : 
prk UE ENEN 
r 

Het zou ons te ver voeren, op deze wijze door te gaan ; 
de formules zouden ook weldra zeer samengesteld worden. 

Voor ons doel hebben we aan de gevondene ook reeds genoeg. 
_ Is men nu, na een boog k, n-maal afgepast te hebben, 
weer aan ’t beginpunt gekomen, dan is k, = 0, onverschil- 


lig, of men daarbij den omtrek één of meermalen is rondgegaan. 
Is omgekeerd k, = 0, dan is daardoor uitgedrukt, dat 


men na „ afpassingen weer in ’t aanvangspunt gekomen is, 
dus dat k, == de zijde van den regelmatigen n-hoek is (in 
engeren of in ruimeren zin; dus zijde veelhoek of diagonaal 
daarvan). 

Stelt men b.v. de uitdrukking voor k,, in functie van k, 
en r=0, dan zijn de wortels voor k, de waarden , behoo- 
rende als koorden bij bogen van: 


1 x 360° droo 2 Xx 360° Kben 11x360° 5, 
Ep =80; A = 60° enz. tot — Tj — =380° 
6 X 360° 





Omdat deze wortels 2 aan 2 (behalve die voor DS 1809) 


gelijk zijn, zal dus de eindvergelijking na deeling door 2r 
van even graad zijn, terwijl alle termen van oneven graad 
ontbreken enz. 

Nog op eene andere wijze kan worden uitgedrukt, dat Z, 
de zijde is van een regelmatigen veelhoek. 

Komt men aan ’t zelfde punt, wanneer men in de richting 
der wijzers van een uurwerk p X de boog behoorende bij k, 
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heeft uitgezet, als wanneer in tegengestelde richting q X dien 
boog is afgepast, dan is (p Jg) X die boog —= 1 of meer- 
malen den omtrek des cirkels; de boog dus een evenmatig 
deel van den omtrek of van een veelvoud en de koorde — de 
zijde van den regelmatigen (p + g) hoek in dien cirkel. (Dia- 
gonalen ook als zijden beschouwd.) 

Stelt men dus b.v. k, —=k, dan is k, — de zijde van den 
regelmatigen driehoek; k, = k,, dan wordt k, = zijde vier- 
kant; k, = k,, dan is k, = zijde van den regelmatigen 
vijfhoek of diens diagonaal, enz. 

Passen we deze redeneering op enkele gevallen toe, na nog 
even herinnerd te hebben, dat bij ’t vinden van meerdere 
waarden voor k, de kleinste steeds behoort bij de zijde van 
den regelmatigen veelhoek in gewone beteekenis, terwijl de 
anderen naar rangorde van grootte de diagonalen uit een 
hoekpunt aanduiden. 


k f 
k,=k. khi=k,= 2 yv (4r*—k?) geeft: r == (tr? —ki) 
waaruit k, 7/3 als eenige waarde. 


Dezelfde uitkomst levert k, 0 immers dan is 
Br? kj) k, _0 
r2 
en daar k, > O moet 37? —k}=0 of hk, = 18. 
3r2 — kj) k 
ke, 1 EL 


dus r2 =3r? — kt of kh, =rv2 
voor de zijde van ’t vierkant. (Let op, dat hier k, =?2r 
niet voldoet.) 
k, =k, dan is k, de zijde of de diagonaal van den vijf hoek. 
k een rde ed 
yr ip Ee, 
rr (ár? — kt) =(8r? — hk)? of 
kt — br2k? 4 brt = 0, waaruit 


ker? Er vö = , F2 (10 + 21/5) 


KOl Dl 


hs SLO zE 2/5) 


leverende voor de zijde 5-hoek: ; rv(10 — 275) 


en voor de diagonaal ir (10 + 25). 
kh, Brak?) kh, 2r2 — kt? 


kg == ki. Er tE vir? — k}) 

k, = zijde 7-hoek r (Sri ki) =(2r2—k3) vijdr — kk?) 

of zijn diagon. ND 
Ars — 6rSk} J-r?hj = 16rS — Orik} J Br2kt — KO 

na herleiding : kj =1(r2 — ki)? .r? 

of ki =(r: —kijr.v1 


ki dki.r.vl—r? =0. 


Deze derdemachtsverg. heeft 3 reöele wortels: 1 zijde en 2 


diagonalen. 
De zijde van den 8-hoek vinden we langs denzelfden weg 
door de opmerking, dat de zijde van den vierhoek — k, ge- 


nomen, A, de zijde van den achthoek oplevert. Hadden we 
de formules nog verder gezocht en ook k, in functie van k, 
en r uitgedrukt, dan zou de gelijkstelling van de waarden : 
kh, =k, ons de zijde en de diagonalen geleverd hebben. 

Beschouwen we nl. den vierhoek, waarvan de opeenvolgende 
zijden zijn k,, k,, k, k, en de beide diagonalen — k,, 
dan is volgens ProLeumus: kì + k‚k, — k? of 


ki 2 2 ki 2 2\2 
„ax (fr —ki)Lk,.k, = „4 (Sr — k}) 
na herleiding en oplossing : 


en brik, —ör*ki + hj 
6 rt 

Deze uitdrukking, gelijk O gesteld, levert de zijde en de 
diagonaal van den vijf hoek. 

Stelt men ze gelijk k,, dan is k, = de zijde van den 
6-hoek of die diagonaal, welke na herhaalde uitzetting ons 
weer in ’t aanvangspunt brengt, dus niet de zijde van den 
driehoek. 

Stelt men ze gelijk k, dan is k, de zijde of een diagonaal 
van den 7-hoek. Enzv. 

Om de zijde van den 9-hoek te vinden, merken we op, 
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dat deze als k, genomen, de waarde voor k, moet zijn de 
zijde van den regelm. driehoek. 

Stellen we dus ae 
kh, (3r2 —ki)=r?v3 of kì —3rtk, J-r2v3=0 
welks wortels de zijde van den negenhoek leveren of de dia- 
gonaal , wiens boog een deeler is van (9p + 1) maal de boog, 

door k, onderspannen. 

t Aangewezene moge voldoende zijn, om ook voor andere 
veelhoeken den weg aan te wijzen. 

Leeuwarden, Dec. 1898. H. Srersma Jr. 


== 3, dan vinden we 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1541—1560. 


1541. Het de deel van een partij koren wordt verkocht voor 


f 13 en de rest voor f 11,80 den HL. Als de winsten 

op beide verkoopen zich verhouden als 20 : 3 en de 

geheele winst f 345 bedraagt, uit hoeveel HL. bestond 

dan de partij en hoe groot was de inkoopsprijs per HL.? 

(Hoofdacte Haarlem ’98.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 

De verhouding der winsten op de beide partijen is als 20 : 3 
de verhouding der HL. van elke partij is als 5:3, dus de 
verhouding der winsten op 1 H.L, als 4: 1. 

Op 1 H.L. der eerste partij wordt f 1,20 meer gewonnen 
dan op 1 HL. der tweede partij, dus zijn de winsten per HL. 
120 
maps 4 == 160 en 40 cents. De inkoop per HL. is dus 
f13 —f1,60 = f 11,40. 

De geheele winst is f'345. De winst op de eerste partij dan 


20 

zg van f 345 = f 300. Die partij is derhalve 300 ; 160 = 1875 
HL. en daar dit 2 van de partij was, bestond de geheele partij 
uit 300 HL. P. H. v. ROOZENDAAL. 


1542. Een kapitaal, groot f 640000, dat 6 jaar uitgestaan 
heeft tegen samengestelden intrest, is aangegroeid tot 
f 857661,21. Hoeveel bedroeg het aan het einde van 
het 2e jaar? (De geheele bewerking inleveren.) 
(Hoofdacte Haarlem ’98.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Staat het kapitaal uit tegen p°/,, dan is het na verloop 


2 
van 2 jaar aangegroeid tot (1 dd) x f 640000 


6 
en na 6 jaar tot (1 ED) x 640000 == f 85766 1,21. 


6 
Dusis (14 E) —f857661,21 : 640000 —=1,340095640625. 
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Om het gevraagde bedrag te vinden, merken we op, dat 
DT. 0e Ue 
(1+ bo) de derdemachtswortel is uit (1+ zo) b 


Bij het einde van ‚het 2e En is het kap. dus vermenig- 
vuldigd met 


31 Ck 8 _B1,340095640625 = 1,1025 
EE | 
NBL “340 
1 A EEN 
33065 _ 36300 9095640 
6604 belle 273208: 
8636604 1822432625 
4 1822432625 
3643212 ROE 
165325 
364486525 
Bij het einde van het 2e jaar bedroeg het kapitaal dus 
1,025 x f 640000 = f 705600. R. v. W. 


1543. Een handelaar heeft bij den inkoop van rijst 8°/, tarra _ 
genoten. Hij verkoopt ze met 10°/, winst per KG., 


geeft 2°/, korting, 4E or overwicht en wint in het 


23 %o 

geheel 7,8°/. Hoeveel °/, tarra geeft hij ? 

(Hoofdacte Haarlem '98.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 


92 23 E ef 
De handelaar betaalt — mommor en tgeen bij koopt of 


krijgt dus En X zooveel als hij betaalt. Winst 10°. Daar- 


u hij u, ee keer zooveel ontvangen, als hij betaalde. 


Nu geeft hij echter 2°/, korting, waardoor hij maar En X 
B, 25 
10 23 


door zo 


zooveel ontvangt, Ook geeft hij nog zn Of, Over- 


wicht, dat is dus 5 deel van den verkoop, zoodat hij ontvangt 


23 49 11 25 2 | 
zi X zo * To * 3 keer zooveel, als hij er voor betaalde. 


Hij wint 7,8°/. Trekken we die winst er af‚ dan blijft er 


100 23019 LL 
nog Over — X 


25 ) 
107,8 “ 24 X 50 10 * 75 keer zooveel, als hij eerst 





1 S 
DY zg van de partij, 
dat is dus 4°/. | J. Hommes. 


betaalde, Dn X zooveel. De tarra is dus 


1544, Deel 12 door 3 — 3 in 5 decimalen nauwkeurig. 
(J. VersLuys, Leerb. Rekenk. II bl. 187, no. 98.) 
H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
12 _ 12(9 383 + B) _ 
398 24 
9393 IPB JHJ 
EE 


Jg 
P8l=4,326749 nauwk. tot op 1: 1000000 
B 9 == 2080084 5 „ » 1:1I000000 
15,406835 5 nn 1e 000000 


DN mann 
7,108416 »„ _» 2: 1000000 
12 OHBSLHB9 Ene E 
dus BB mi kn 1,10342 in vijf decimalen 
nauwk. J. GRAVER. 


Tweede oplossing. 


12:(8 — #3) in 5 decimalen nauwkeurig moet in ’t quotient 
6 cijfers hebben, daar er 1 cijfer geheelen is. 

Om dat quotiënt door verkorte deeling te kunnen vinden, 
moet de deeler 7 cijfers bevatten, want ter bepaling van het 
laatste cijfer van ’t quotient moet de deeler nog 2 cijfers 
bevatten. 

We dienen dus van B3 vier cijfers door gewone bewerking 


te bepalen, want 3n — 3= 7; 3n —= 10; n=. 


3 3 P3 — 1,442 
34 136 1 
38 136 2000 
jn 152 1744 
588 256000 ° 
428 1696 241984 
60496 “14016000 
zn 1712 12458888 
4316 _ 62208 1557112 
8644 1247792 
6229444 309320 
8648 249600 
865 59720 
6238961 56160 
ST 3560 
17 
624000 9 


Het volgende cijfer wordt 5, dns is 
P3 == 1,4422495 — 1,442250 en 3 — BH 3 — 1,557750. 
1557750 / 12000000 / 7,70342 
10904250 De uitkomst is dus, nauw- 


1095750 keurig genoeg: 7,70342, 
1090425 Eden Aehk 


5325 
4673 
652 
623 
29 
31 
— 2 H. pe Vries. 


1545. Iemand koopt waren, wegende bruto 500 KG., tarra 
5%, tegen 61 cent de KG. netto, te betalen over 6 
md. Hij betaalt echter contant en geniet daarvoor een 
korting van 6°/, ’sjaars. Zes maanden na het inkoo- 
pen verkoopt hij de waren, die 4°/, ingedroogd zijn, 
tegen 75 cent de KG, op 4 maanden. Hoeveel is er 
met dien handel gewonnen, als hij bij den inkoop 
f 4,07 onkosten heeft en bij den verkoop f 9,80? Voor 
renteverlies rekene men 5 °, ’s jaars. 
(J. VersLuys, Lrb. Rek, II, bl, 186, 90.) H. VerHagen. 
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Oplossing. 


Van dit vrgst. ontvingen we van elkaar afwijkende lezingen 
en oplossingen. We zullen daarom de algemeene oplossing 
van enkele aanteekeningen voorzien. Bruto-gewicht is het ge- 
wicht der ingepakte koopwaar. Tarra is het gewicht der em- 
ballage (van hetgeen, waarin de koopwaar gepakt is). Netto- 
gewicht is het gewicht der koopwaar zonder emballage. 

Om het netto-gewicht te krijgen, wordt de tarra van het 
bruto-gewicht afgetrokken. Teneinde vergoeding te geven òf 
voor mogelijke onnauwkeurigheid in het wegen, òf voor ver- 
lies bij het vervoeren der koopwaar, òf voor indrogen enz. , 
wordt vaak daarvoor eenige korting toegestaan. In dat geval 
is men meest gewoon het bruto-gewicht eerst met deze korting 
te verminderen en van het verschil de tarra af te nemen om 
het netto-gewicht te bekomen, 


Inkoop. Verkoop. 


Bruto 500 KG. Netto gew. 475 KG. 
tarra 5°/, 25 KG. inged 4°/_ = 19 KG. 
netto gew. 475 KG. verk. gew. 456 KG. 

à 61 cts. à 75 ects. 
te betalen f 289,75 over 6 mnd. verk. f 342,00 
korting 6 °%/,'sj — 8,70 Onk. verkoop f 9,80 
koopsom f 281,05 waarop 
onkosten ink. „ 4,07 L md. rente verlies 
totale ink. f 285,12 


1 à 5°| ’s jaars = Is Ti 
LO Amndean0 OIS Ja 45 le 


1 EN 
1 ASD Zn 
ee Pee f 11,40 3 fo, <TR 
1 2 
cl= ene f_ 0,48 ls ORN 
Jal BAS onkosten f 9,80 
f 285,12 for 
Totaal f 297,00 Ontvangst verk. f 342,— 
onk. + rente af „ 306,97 


verl. op ink. … „ „99% 


4 Totaal f 306,97 


Winst f 35,03 
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Opmerking. Mocht bij den verkoop de koopwaar met de 
emballage er om heen gewogen en dan geconcludeerd worden, 
dat er 4°/, is ingedroogd, dan toch dient weer de 5 °/, tarra 
in rekening te worden gebracht, dewijl tarra toch niet als 
koopwaar kan worden verkocht. Men heeft dan 
Bruto-gewicht 500 KG. Evenals boven 456 KG. netto. 
Ingedroogd4°/, 20 „ | Dit heeft dus geen invloed op de 

480 KG. ) verkoopsom. Maar het is wel wat 
Tarra 5 °/, 24 „ vreemd, om de emballage te laten 
Netto-gewicht 456 KG. indrogen. Daarom hebben we de 
tarra op 25 KG. gerekend, d.i. 5°/, van 500 KG. en daarna 
de 4°/, van het indrogen in rekening gebracht. 


‘Zooals we boven zeiden, ontvingen we afwijkende lezingen 
van dit vraagstuk, waarvan we de onderstaande opnemen. 

In deze lezing toch wordt van tarra bij den verkoop geen 
gewag gemaakt, doch alleen van het bruto-gewicht 4°/, voor 
het indrogen afgenomen. Nu wordt in het vraagstuk zelf ook 
wel niet gesproken van tarra bij den verkoop, doch alleen 
gezegd, dat de waren 4°/, ingedroogd zijn. Dit indrogen zit 
o.i. op het netto-gewicht en niet op het bruto-gewicht. In deze 
lezing wordt dus eerst bij den inkoop het netto-gewicht op 
415 KG. gesteld en bij den verkoop worden deze 475 KG, 
gebracht op 480 KG. Dit komt, doordat de tarra bij den 
verkoop is weggelaten, wat wel erg vreemd is, omdat geen 
koopman emballage voor koopwaar accepteeren en betalen zal. 
We plaatsen dan deze „andere lezing’, om in het oog te doen 
vallen, tot welk eene geheel andere winstrekening men komt, 
als men daar niet op let. Ook ontbrak bij andere oplossin- 
gen de berekening van het renteverlies op de onkosten bij 
den verkoop. 


Andere lezing. 


Hij mag 6°/, ’sjaars korten, daar hij over een half jaar 
moet betalen, bedraagt de korting dus 3 °/. 
Bruto 500 KG. 500 KG. 
5°/, tarra 2D 4l , ingedroogd 20 
netto 475 KG. 480 KG, 
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0,61 0,75 
415 2400 
2850 3360 
f 289,75 f 360 
3°/, korting f8,69 Onkosten f9,80 
f 281,06 Verkoop f 350,20 
Onkosten f 4,07 Inkoop f285,13 
Inkoop f 285,13 Winst 65,07 


6 J- 4 10 maanden na den inkoop krijgt hij zijn geld terug. 
Daar hij zelf contant betaalt, is zijn geld ({ 285,13) dus 10 


mnd. in den handel geweest. Hij had in dien tijd ee KD 


4 °J, rente van zijn geld kunnen trekken, dus 4 X f 2,951 


f1188. Bij den verkoop betaalt hij f 9,80 onkosten. Deze 
f 9,80 is ä mnd. in Te handel geweest; de kon hij in 


dien tjd TX I= a), rente trekken, dus 15 xf.0,095 


f 0,16. Ae winst bedraagt dus f 65,07 — Af — f0,16 = 
f 53,03. 


1546. Van eene meetk. reeks van 8 termen staat de som der 
eerste twee termen tot die der laatste twee als 1 : 4096, 
terwijl de som der middelste termen 960 is. Bepaal 
de reeks. 

(J. VersLvys, Lrb. Rek. II, bl. 185, 81.) H, VERHAGEN. 


Oplossing. 


Zij de meetk. reeks z, zy, zy?, oy?, ay + ay, apt, oyj7. 
Men heeft: # (1 +-4y):zy6 (1 +) =1:4096 
1:y6 =1:48 
ye 46 =0 
Oban iN 
yF4) (9? — 4y 16) (y — DY? +47 H 16) =0 


V=—d V=& 
y= y= 23 
Vs == Ve == 


en zy* (1 + 4) — 960. 
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z(—4)S (l—4) = 960, waaruit #, = 5 
saf 3)? (1-23) 960, waaruit sn) 


7 
(B B 3)t (1-22 —8)— 960, waaruit, — OTE 


7 
2XAS (L--4)== 960, waaruite, — 3 
6 15 (14-27 —3) 
(22 3) (1-22 —3)—=960, waaruit ME nd ESTE 
z(—2—A 3) (1-2 —3)=960, waaruit ahl 


We vinden dus 6 meetk. reeksen, die aan het vraagstuk 
voldoen. Met geheele getallen heeft men de volgende 2 
reeksen : 

5, — 20, 80, — 320, 1280, — 5120, 20480, — 81920 
en 3, 12, 48, 192, 768, 5072, 12288, 49152, 
v. D. War en VERBORGH. 


1547. Gevraagd een cirkel te construeeren, die door 2 ge- 
geven punten gaat en eene koorde van gegeven lengte 
afsnijdt van een gegeven lijn. C. F. A. ZERNIKE. 


Oplossing. 


Gegeven: de punten 
A en B, de lijn MN 
en de lengte van p. 

Gevraagd: een cirkel, 
die door A en B gaat 
en een stuk —= p af- 
snijdt van MN. 

Constructie. Trek 
door A en B eene lijn, 
die MN snijdt in S. 

Construeer met een 
straal, niet kleiner dan 


zp een cirkel OA, die 


door A en B gaat: 
Trek in dien cirkel ult 
een willekeurig punt, 
bijv. uit A eene koorde 
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AC == p. Construeer nu een cirkel uit O, die AC raakt. 
Dan zijn alle raaklijnen aan dien laatsten cirkel, voorzoover 
zij in cirkel OA liggen, gelijk aan p. Trek nu uit S eene 
raaklijn aan OH, dan is DE —= p. Nu is: 

SB:SD— SE: SA 

Neem nu op de lijn MN: SF =SD, SG =SE, dan ver- 
andert (1) in SB:SF = SG: SA. 

De punten B, F,‚G en A liggen dus op den omtrek van. 
éen cirkel. Die cirkel is de gevraagde, daar FG = DE =p. 
Tweede oplossing. 

Voor dit vraagstuk onderscheiden we: 

A. De 2 gegeven punten liggen op de gegeven lijn : 

B. Een der gegeven punten ligt op de gegeven lijn ; 

C. Geen der punten ligt op de gegeven lijn. 

1. Beide punten liggen aan dezelfde zijde der gegeven lijn: 

a. de lijn, welke de beide punten vereenigt, loopt even - 
wijdig met de gegeven lijn; 

b. de lijn, welke de beide punten vereenigt, loopt niet 
evenwijdig met de gegeven lijn. 

IL. De beide punten liggen aan weerszijden van de ge: 
geven lijn. 

Geval A: Het is duidelijk, dat in dit geval de afstand 
der beide punten gelijk moet zijn aan de gegeven lengte der 
te construeeren koorde; de gegevens zijn dan dezelfde en het 
aantal cirkels dus onbepaald. 

Geval B: Ligt een der gegeven punten op de rechte 
lijn, dan is de te construeeren koorde gemakkelijk op de ge- 
geven lijn af te passen. Van den gevraagden cirkel zijn dan 
drie punten bekend, ’t bekende vraagstuk, waarvan we ge- 
makshalve de constructie maar achterwege laten, alleen mer- 
ken we op, dat er twee cirkels mogelijk zijn, daar we de 
koorde aan weerszijden van het op de lijn gelegen punt kun- 
nen afzetten. 

Geval C. I. a. Zijn A en B de gegeven punten en CD 
de gegeven lijn, dan vereenigen we A en B; op het midden 
dezer lijn richten we een loodlijn op, die de gegeven lijn CD 
in H snijdt; neemt men nu aan weerszijden van H twee ge- 
lijke deelen FH en GH gelijk aan de helft der gegeven lengte, 
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dan heeft men de gevraagde koorde. Om het gelijkbeenig 
trapezium ABGF kan nu gemakkelijk de gevraagde cirkel 
beschreven worden. 

Opm. 't Middelpunt van den gevraagden cirkel kan tusschen 
de evenwijdige lijnen, doch er ook buiten vallen. K.Gouma. 

Geval CQ. 1.5. A en B zijn de gegeven punten, deze 
heeft men door een rechte lijn vereenigd, welke de gegeven 
lijn of het verlengde daarvan in C ontmoet; en wanneer nu 
DE de gegeven lengte der gevraagde koorde is, dan is vol- 
gens de bekende stelling AC Xx BO = CE XCD. Noemen we 
nu CD = #, de gezochte lijn, dan krijgen we 

AC Xx BO = (rz + DE) z 


waaruit volgt AC X BU + 3 DE? = (es +; DE). 


Hieruit is dus z te bepalen. Volgens berekening vinden we 
dus uit de gegevens de lengte van CD, dan zijn echter ook 
drie punten van den gevraagden cirkel bekend en kan dus de 
constructie op de bekende wijze plaats hebben. 

Geval C. II. berust op dezelfde stelling als I. b., met 
dit onderscheid, dat het snijpunt der lijnen binnen den cirkel 
valt. Nu is AC x BC = CE x CD. 

Daar DE bekend is, kunnen we CD = x nemen en dan is 

AC x BC = (DE — #) z 
of AC xXBC =DE Xx — z? 
waaruit door constructie en berekening andermaal x te con- 
strueeren is, 

Is x bekend, dan kan men D bepalen en kent men dus 
wederom 3 punten van den cirkelomtrek. 

A.G.p.B.; DeEELMAN; LENSTRA5 v.D. WaL & Vers; K. Gouma. 


1548. Als men uit de hoekpunten C en D van een vierhoek 
ABCD en uit het snijpunt E zijner diagonalen lood- 


lijnen CF, DG en EH neerlaat op de zijde AB, is de 


E F xD 
oppervlakte van den vierhoek gelijk aan 5 AB X a, 


EH 
(VersLuvs, Meetk. Vrgst. Gev. leerl. blz. 17, no. 13.) 
W. Meiser. 


Oplossing. 
Verlengen we BC, tot ze de uit D evenwijdig aan AC 


16 


getrokken lijn ontmoet in K,‚ dan is A AKB = vierhoek ABCD" 
Laten we de loodlijn KL neer op AB, dan is 


opp. A AKB —; AB X KL. 


We zullen dus 
moeten bewijzen, dat 
D 
Klis ete tE) 


EH 
of dat 
CF: KL Z=EH : DG. 
Nu hebben we: 
CF:KL == BOEK 
EH:DG = BE: BD 
en 
BC :BK = BE: BD. 
Uit deze 3 even- 
redigheden volgt: 
CF: KL = EH: DG. 
W. Meiser. 





Tweede oplossing. 
AB x CF 


Oppervlak A BCA —= 


Oppervl. A ABC : Oppervl. A ACD = BE: ED, dus 
Oppervl. AABC : (Opp. A ABC+4 Opp. AACD)= BE: (BE+ED) 
of Oppervl. A ABC : Oppervl. vierh. ABCD = BE: BD, 
maar BE:BD == EH: DG, dus 


Oppervl. vierh. ABCD = Oppervl. A ABC Xx ee 
: AB DGOERRDE 
of Oppervl. vierh. ABCD = En A 
WEL CF x DG 
Ti merg 


A.G.p.B.; J. Hommes; K. Govma; v.D. War & VERBORGH. 


1549. Van een cubus is iedere ribbe a centimeters. Door een 
diagonaal van het bovenvlak en het midden van een 
der ribben van het grondvlak heeft men een vlak 
gebracht. Nu vraagt men: 
1°. Het bewijs, dat de gemeene doorsnede van dit vlak 


ed 


3°, 
40, 


5°, 
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met het oppervlak van den cubus een koordenvier- 
hoek is. 
Toon aan, dat de afstand der evenwijdige zijden van 
dien vierhoek de rekenkundig middelevenredige is 
van die zijden ? 
Hoe groot in de inhoud van dien vierhoek ? 
Bereken zonder gebruik te maken van den inhoud 
van den cubus, het volumen van de beide stukken, 
waarin het vlak den cubus verdeelt. 
In welke twee stukken moet het genoemde deelpunt 
de ribbe van het grondvlak verdeelen, opdat het 
doorgangsvlak ook een tangenten vierhoek wordt? 
Eindex. (B) Gymn. Doetinchem 1898). 

Oplossing. 

Laten AB, BE, CG en DG 
de opstaande ribben van den 
kubus zijn. Veronderstellen 
we verder, dat het deelvlak 
gaat door diagonaal EG van 
het bovenviak en het midden 
I van de zijde AB van het 
grondvlak, dan vindt men: 

1°, Het deelvlak snijdt 


het grondvlak volgens een rechte IK // EG. Ook is AC // EG, 
waaruit volgt IK // AC. Daar [ het midden is van AB, zoo 
is K het midden van BC, dus AI==CK. Bijgevolg hebben 
de AA EAI en GCK een hoek en de omliggende zijden gelijk, 
zoodat ook EI —= GK is. 

Uit een en ander blijkt, dat EGKI een geliĳkb. trapezium 
en dus ook een koordenvierhoek is. 


2. EG z=ar2 en IK —= E arv?2. Verder is 


1 
El = yv (a? + ï a)= 5 avs. 


Voor den afstand van EG en IK vinden we nu terstond: 
Vjer — 7 (EG — IK)? =5 ar? = 5 EG + IK). 


38°, Inhoud vierhoek EGKI, volgens 2°, — 
De Vriend der Wiskunde XIV. 2 
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1 1 
mn Dl al ee 
=j EG + IK — Ig. 


4°, Het kleinste deel is een afgeknotte pyramide; immers 
de verlengden van EI, FB en GK gaan door één punt, wat 
uit de gelijkvormigheid van een paar AA gemakkelijk af te 
leiden is. Nu is 


inh. A EPG =j EF. FG = 5 0?; inh. A IBK = 4 a’, 


en de hoogte FB — a, zoodat we tn 
inb. EPGIBK =j a (je? HgetHge:) =p 

Om don inhoud van het andere deel te bepalen, RE, 
we IK naar beide kanten , waardoor met de verlengden van 
DA en DC de snijpunten L en M ontstaan. 

Vereenigen we nu L met E,‚en M met G, dan zijn LMD 
en EGH de eindvlakken van een afgeknotte pyramide, wier 
inhoud met die van de congruente pyramiden LIAE en KMCG 
moet worden verminderd. 

Uit de figuur volgt terstond : 


DM = DC HCM =1ja; DL =1j a, 
dus inh. LMD — 5 DL X DM = 1e a*; inh. RCH — ja’; 
inh pyr. LMDEGH — 5 « (15 On + de î 


inh. pyr. LIAE-Finh. pyr. KMCG = 3 Sal 5 bak Sar) a 


Inhoud van ’t andere deel = En a? 
5°. We moeten hebben: EGJ IK =2EI. Stel BI, 
dan is IK =a 2; Al=a—e; 
El = Vv lat ae) =v et — Zar fat). Dus moet 
av2arv2=2r (re? — Zar J-2a°) of #*— bar J 3a? = 0, 
waaruit BI = # = 3a—1v (94° —34°) = a (3—v 6) = 0,5505..a 
en AIl=Zza—-z=(v6—2)a= 0,4494..a. R. sv ve 


1550. a. In een geliĳkzigdigen driehoek heeft men door den 
tophoek een transversaal getrokken, die de basis in 
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segmenten verdeelt, welke tot elkander staan als 2:3. 
Druk de lengte van deze transversaal in een der zijden uit. 
b. Als men uit het snijpunt der transversaal met de 
basis loodlijnen op de beenen laat vallen, hoe verhou- 
den die loodlijnen zich dan tot elkander ? 

(Eindex. (A) Gymn. Doetinchem 1898.) 


Oplossing. 

a) Zij A ABC gelijkzijdig, AD de trans- 
versaal, die de basis verdeelt in de seg- 
menten BD en CD, zóó dat BD:CD = 
2:3, dan is, als de zijde BC =a is, 


BD —= 5 a en CD = 5 a. Men heeft nu vol- 


gens het theorema van STEwART: 
DEEB0 Soes nee —BC.BD.CD 





of AD?.a =a2, Saha? aa. Saga 
6 


of AD? = tele en ÂD = zal. 


b) Zij DE LAB en DF { AC; in A BDE en A CDF is 
nu /E=/ E==90° en AE ACE GO dn A BDE » 
A CDF, derh. 


DE: DE == BD: CDS 


oi 
vu vo 
& 
II 
no 
Go 


Bewijst men eerst b) dan heeft men, dewijl 
DE FDF ha is, 


a | Î Sel 
DE=s.gar3=zard en B 10 


3 


1 4 
AE = AB — BE == bit d 5 @ 


1 
en AD =V(AR! + DE) = (5 a: Hage) ar. 
Amres Des Di 
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a) Volgens eene bekende eigenschap der ME AA is 


AD =v(AB.AC —BD.CD) = rv (q? — 5 zen E zij v19. 
b) Opp. A ABD: Opp. ArAOCDi== BD: OA 
5 A =DE: DF 
dus DE: DE == BDs0D 52:83 


SEGERS ; W. H. DEELMANS v. D. WaL & VeRBORGE. 


Zij AG 1 BO, dan is DG = CD — CG=za ja =d 


en AD= = (AG? DG) =/ | (3 av3) + ee a)’ | 
ï 
== 5 av 19. 
J. Homes; K. Gouma; J. Graver; H. pr Vries; A. LENSTRA. 
In A ACD is AD =yv(AC? + CD? — 2 BQ.CD) 


9 6 1 
latent CR A 
(FET 5 OS U EEN 


Tweede oplossing. 





a. Zij BC —= a de basis van dien driehoek, en het punt 
D op BC zóó gekozen, dat CD :BD —= 2: 3, dan kunnen zich 
twee gevallen voordoen. (*) 


1°. D ligt tusschen B en C. Trekt men AGL BC, dan is 


en AG = : av3. 


Das AD =(AG"HDGE) = Vl (riet Har) =baris. 

2. D' ligt op het verlengde van BC. 

In dit geval is BD’ — CD' —= BC — a, dus BD’ —=3a en 
CD' == 24. Voor AD’ vinden we nu: 

AD’ == (AG? J GD'?) = ar 7. 

b. Trekt men uit D op AB en AC de loodlijnen DE en 
DF, dan is A DFC » A DEB, omdat / C=/ B=—= 60° 
en ZF =/ E=90° is. Daaruit volgt: 

DF: DE = CD: BD 


of DRESDEN 3: 
Worden de loodlijnen uit D’ getrokken, dan bewijst men 
op gelijke manier: D'F:D'E =2:3. R. v. W. 


(*) Als men aanneemt, dat in het vraagstuk onder de 
basis ook het verlengde der basis bedoeld wordt. 


1551. In een cirkel, wiens middellijn 52 eM. is, heeft men 
een geliĳkbeenigen driehoek ABC beschreven, waarvan 
de zijden AC en AB ieder 48 cM. zijn. Hoe groot is 
de afstand van het hoekpunt B tot het snijpunt der 
loodlijnen ? 

(Eindex. (A) Gymn. Doetinchem 1898.) 


Oplossing. 


De bissectrix van Z A deelt BO 
in D rechthoekig middendoor; deze 
lijn gaat dus door het middelpuut 
 M en snijdt den omtrek in F, zoo- 
j dat AF == 52 cM. is. 

Trekt men BE ! AC, snijdende 
AD in H,‚ dan is H het snijpunt der 
loodlijnen. We hebben nu BH te 
berekenen. Verbind B met F, dan 
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I/O CARS [CBF =S bg CF. Maar / CBE is ook = 


/. CAF, omdat ze beide / C tot complement hebben. 
Hieruit volgt: / CBE = £ CBF, zoodat BD hoek EBF 
halveert. Daar BD l HF is, is 
BH —= BF == (AF? — AB?) = (52? — 48°) == 20 cM. 
A.G.p.B.; K. Gouma; E. Sreoens; R. v. W. 
Tweede oplossing. 
Men heeft AB? —=AD.AF 
dus AD —=AB?: AF =482:52= 576: 13 
BD = v(AB?— AD?) = 240: 13 en BO =2BD — 120 : 138 
A BEC @ A ADC, dus BE:BC —= AD:AC, waaruit 
BE == 1440: 169. 
A BDH » A BEC, dus BH:BD = BC: BE, waaruit 
BH 20%eME 


W.H. DeeLman; J. Hommes; P. H. vAN ROOZENDAAL ; 
C. Brua; H. pe VRIES. 


1552. Van een geliĳkbeenigen A is de basis gelijk aan 
de helft van een der gelijke zijden. In een hoek aan 
de basis trekt men de bissectrix, die de overstaande 
zijde snijdt. Druk de lengte der segmenten van de 
verdeelde zijde en der bissectrix in de lengte van cen 
der gelijke zijden uit. 

(Eindex. (A\ Gymn. Doetinchem 1898.) 
Oplossing. 

Zij AB= AC =a, dan is BO =S a. 

Trekt men de bissectrix BE dan heeft men 
AE:CE =AB:BC=2: 1. 


e 2 1 
1 E =- A zz 
Dus is A ä C 7 4 en CE 50 


Volgens een bekende stelling is verder 





degen Ze De Ln 
| 2 8 3 18: wm 
dus BE = 5 
18 6 


A.G.p.B.; v.p. War & VerBoren; H. pe Vries; 
E. Siecens; J. Geavers R. v. W 
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Laat men AD en EF | BC neer, dan is in A ACD ook 
CF: CD =CE:CA==1:3 


1 1 1 
dus CF=;CD=g AB= 
5 5 
en BF = AB mn 12% 
In A CEF is EF? = CE? — CF? — ar — Ee td, 
40 144 144 


In A BEF is BE = 1 {(BE* + EF?) — : av 10. 


W. H. Drerruan; P. H. van ROOZENDAAL. 


1553. De middellijn (AC —=2R) van een cirkel heeft men met 
een stuk (CD = 2R) verlengd. Uit het punt D trekt 
men een raaklijn (PD) tot den cirkel. Uit dit raak- 
punt (P) trekt men verder een loodlijn (PN) op de 
middellijn. Hoe groot zijn nu de stukken AN en NC 
van die middellijn ? 

(Eindex. (A) Gymn. Doetinchem 1898.) 


Oplossing. 


AC =2R en 
Dee RUS 
is AD =4R en 
de macht van D 
ten opzichte van 
pen gegeven cir- 
kel = DA. DO 
ZS RE Die 
macht is ook ge- 





lijk aan DP?, want DP? = DA. DC. 
Verbindt men nu P met het middelpunt M, dan is 4 DPM 
— 90° en daar PN …L DM is, heeft men: DP? = DN.DM 


of ook: DN Nu is DP? =8R? en DM = DC + CM 


DM 
Sr — 2OR. Dusis CN=L RR —R 
3 == 3 ‚Ius Is Te — 4 m3 
1 


2 


=8R, zoodat DN = 
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Opm. We vinden in dit bijzondere geval NA = 2NC, 
evenals DA —= 2DC, zoodat NA:NC=DA:DC, m. a. w. 
N en D zijn harmonisch toegevoegd tot A en C, (volgens de 


verhouding 5). Dit is niet toevallig. In ’t algemeen heeft 


men de eigenschap: Trekt men uit eenig punt D der verlengde 

middellijn AC van een cirkel eene raaklijn DP en laat men 

PN L AC neer, dan is NA:NC —= DA: DC, wanneer men 

niet let op de algebraïsche waarden dier verhoudingen. (Zoo 
„NA DA 

wel, dan is NC ST DO” 

Bewijs. Trek PC en PA, dan is A CDP» A PDA, dus 
PD:CD=AP:CP, dus ook: PD2: CD SEE 
dates en Vervangt men nu PD? door DA . CD, 

; ABS CP ANSA En 
dan is DA .0D= pr oÊ GE SCPE Cie 
In den rechthoekigen A PAC, waarin PN |L ACis, heeft men 
AN AP? 5 
NC TCP: . e . e . e e ( ) 
dus is ook AN:NC=DA:CD, w. t. b. w. H. pe Vrigs. 


1554. In een A ABC heeft men door de zijden AB en 
AC een transversaal KL getrokken. Deze laatste lijn 
verdeelt de zijde AB in de stukken AK = 2 en BK = 
7 eM ; verder de zijde AC in de stukken AL == 3 en 
LC==leM. Als nu de basis BC van den ‚\ 10 cM. is, 
waar snijdt dan die transversaal het verlengde van BC? 
(Eindex. (A) Gymn. Doetinchem 1898.) 

Oplossing. 


Trekken wij LO 
|| AB, dan is, om- 
dat CL = 8 CA is, 


1 


1 





en dus OB= 5 cM. 


25 


en OL= 7 Ì AB. — a. Verderisin AMKB MO : OBZOL : BK 
en MC + 2 2. MC +10 = 27: 7 waaruit volgt MC = 1e cM. 


19 
P. H. van ROOzENDAAL. 


Tweede oplossing. 
De transversaal KL snijdt het verlengde van BC in M. 
Trek CN // KLM, dan is in A ACN 
NK:KA == CL: LA 





INKE Zee 85 
2 
NK = 
en in A AKM, waarin NB=1 3 Ee 65, is dan 
NK:CM = BN: BC 
2 lier: 
of _z:CM=65:10 
2. 
10 X — 
Aer 20 1 
3 E. Sreeers. 


Derde oplossing. 


Trek AD || MB en verleng MK tot zij AD snijdt, dan is 
A ADKx» A MKB. 
Dus AD:MB=AK:BK =2:7. 


AD = 5 XMB = 5 X (10+ MO). 


Ook is A ALD» A CML, dus 
DAME AL: LOS 31 of DA 3 X MC. 

In verband met het voorgaande is dus 

BXMO=GX(LOFMO, 5 XMC=T, MO= 1 eN. 
C. Brua. 
Vierde oplossing 

Zij M het punt, waarin het verlengde van BC door de 
transversaal KL gesneden wordt, dan heeft men volgens het 
theorema van MenreLAüs ; 


26 


AK ==" CL BM Zl BM. 
BK “AL X ou! of XX om | 
BM Zen 21 
Dus is —_=l:=X-z— 
us IS CM 1: Xz 5 


BM: CM TA 

(BM — CM):(21 —2) =CM:2 
BC: 19 ME 

10 : 19 == CM:2 


derhalve is CM =2x10:19 =z ne cM. 


Het snijpunt M is dus he cM. van C verwijderd. 


v.D. War & VerBororm; H. pe Vries; A LENSTRA ; J. Hommes; 
K. Gorma; J. Graver; W.H. DeeLmanN; A. G.D, B.; R. v. W. 


1555. In een cirkel zijn twee koorden getrokken, die elkander 
rechthoekig snijden. De stukken van de eene koorde 
zijn 3 en 9 cM. en een der stukken van de andere 
koorde is 1 eM. Hoe groot is de straal van dien cirkel ? 
(Eindex. (A) Gymn. Doetinchem 1898.) 

Oplossing. 

Laten de koorden AB en CD elkaar in 
E rechthoekig znijden, en zij AE = 9, 
BE = 8sen. CB: loM: 

Men heeft de eigenschap 

AE.BE — CE. DE, 

dus DE = AE.BE: CE = 27 cM. 

Verder is volgens het theorema van 
Arcrimepes, „De Vriend der Wiskunde’, V, bl: 80, no. 491, 
AR? = AE? J BE? J CE? + DE? 

of ARI == 8149 JH1 +729 = 820. 

R? =820:4 == 205 en R= 205 —=14,3178 cM. 
C. Brve ; P. H. v. RoozenNpaaL; H. pe Vries; R. v. W. 





1556. Los rz op, zonder een logarithmentafel te gebruiken, uit 


log 8 =log Sr, 


als het 1ste lid (z +3) en het 2de lid 10 tot grondtal 
heeft. (Van een eind examen Gymn.) at 
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Oplossing. 
log 8 (in het stelsel, dat # + 3 tot grondtal heeft) 


B Og 8e, . 
bels 1-5) in het stelsel, dat 10 tot basis heeft. 


Het tweede lid der gegeven vergel. kunnen we aldus herleiden : 


2000 _—_ S 
epe (Ie X 2) — log (x + 3) 


= 3 + log 2 —log (we + 3). 
Zoodoende kunnen we schrijven 


NON 


log? (e + 3) -—- (3 4 1log 2) log (wr +3) J-3log 2 =0, 
of log (e +3) — log 2x |log ( +3) — 3 ihk 


log 





Aan de laatste vergelijking wordt voldaan, als we nemen: 
1°. log (#3) =log2, dus rJ-3=2 en s=—l; 

2°, log (rz +3) —=3, dus z +3 —=1000 on rz == 997. 
v.D. WaL & VerBorea; J. Hommes; C, Brua; Rv. W. 


1557. Los # en y op uit de vergelijkingen : 
9 


04 





Br JB Way en Ve tvy= 
(K. M. A. 1898) 


Oplossing. 


5 9 
er ry en en oes 


Stel u == Per en v—= Wy, dan krijgen we: 
5 9 
ui IO 0 en u? vi = PD 
Voor de eerste vergelijking kunnen: we schrijven 
: 1 
Bn se 0 = 0, waaruit w—= 2v en umg of v = 2u. 
Substitueeren we de gevonden waarde voor v in de 2e ver- 
gelijking, dan komt er: 


9 9 1 | 3 
I. 3 3 == 3 —= s=z=ls 4 
8u + u De Ju u Ji zv2) 
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Dus u (52) = ED (u k 2 :)—0 
3 EN TN 


1 1 
a. dink Samiek u=gzva; Oak 


b. we utz=0, waaruit 


besl 1 
vegt Vlijt EVE) 


1 1 1 
a ln —_—_ a N= —_—— 
En iv? gr On Add 6) 
1 
env=—z(2EN 6). 


II. Evenzoo vinden we uit w = 2w: 


ORL vi? 
1 1 
b. u=—z AEN —6) en v=_jl2Er-—6). 


Nu is u= ren v= Wy, das s-=ut en v=yb. 

Verheffen we dus iederen wortel van de 6 stellen, die we 
gevonden hebben tot de 6e macht, dan krijgen we 6 waarden 
voor z en y,‚ die aan de gegeven vergelijking voldoen. Deze 
waarden zijn de volgende: 


I. 28 II. r=ziv=8 


UI v= iaer; velie) 
IV. rlr; y =| 


el OEE de A ENE eenn 
Vaz Os vi zr 


1 8, spe Ì bij 
VL e= hiv sper, 
A. LENSTRA. 


1558. Als a = 28,507 en b—= 13,834 is, vraagt men B (a°Jb5) 
met log van Gauss te berekenen. 
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Oplossing. 
pas Hoed: (5) +1 (5) Hil 
log B(a3 +5") —= log 5 + log) (2) Hi}: 


3 
log () = 3 (log a — log b). 





3 
Zoodra men nu met behulp der gewone tafel log ( 5 ) 


heeft berekent, zoekt men log (5) 


de tafel van Gauss, deelt den gevonden logarithmus door 3 

en vermeerdert het quotiënt met log 5. Bij deze laatste som 

als logarithmus zoekt men den numerus in de tafel van Brraas. 

De berekening wordt : 

log a = 1,45495 veran 

log b = 1,14095 log) (5) +1 en 

mn EE Ds mmm 

0,31400 0,32966 

x 3 log b == 1,14095 


3 
+1 met behulp van 


a\s en 
log( 5 ) = 0,94200; log B (a? Hb?) —= 1,47061 


B (at + b3) = 29 ‚053. 
R.v. Ws E. Siegers; À. LENSTRA; J. Hommes; K. Gouma ; 
W. H. DeeLMmAN; H. pe Vries. 


1559 Een wielrijder vertrekt van A naar B en krijgt 2 uur 
na zijn vertrek een ong:luk , waardoor hij te voet zijn 


2 ' - de 
weg vervolgt met 7 van zijn vroegere snelheid. Hij 


komt nu 5 uur te laat in B aan. Was het ongeluk 
voorgevallen nadat hij 8 KM meer had afgelegd, dan 


zou hij 5 uur te laat in B zijn aangekomen. Welke 


was zijn oorspronkelijke snelheid en hoe lang is de weg 
van A naar B? (Cadet 1898. (Rek.) 
Oplossing. 


7 1 
Voor de rest van den weg besteedt hij 3 of 35 maal zoo- 
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veel tijd, als hij gedacht had te zullen besteden, dus jk maal 


dien tijd meer. Dit is 5 uur. Rijdende zou hij dat deel dus 


| 1 
afgelegd hebben in 15 uur: 25 sj uur, zoodat hĳ voor den 


geheelen weg 2 uur noodig zou gehad hebben. 

Was het ongeluk voorgevallen, nadat hij 8 KM. meer had 
afgelegd, dan zou hij niet 1 uur, maar slechts , uur te laat 
in B zijn aangekomen. Voor die 8 KM, besteedt hij dus te 
voet 1 uur meer dan anders, d.i. 2 maal den tijd, dien hij 
rijdende daarvoor noodig gehad zou hebben. Derhalve legt 


É 12 8 
hij per fiets 8 KM. af in 1:25 =z uur, dat is per uur 


8 KM. : 5 = 20 KM. De weg van A naar B is bijgevolg 


2 xXx 20 KM. == 52 KM. 


C. Bruc; W.H. DeeLmanN; K. Gouma; J. Hommes; A. LENSTRA; 
E. Siecens ; P. H. v. RoozenpaaL ; H. pe Vries; 
v.p. WaL & VerBorau; BR. v. W. 


Algebraïsche oplossing. 
Stel, dat de weg x KM. lang was en dat hij per rijwiel 


y KM. per uur aflegde. Dan zou hij den weg in g uur af- 


leggen. Nu heeft hij dus E Le 5) uur werk. In 2 uur 
doet hij 2y KM. Dan moet hij nog x— 2y KM. afleggen 


met eene snelheid van : y KM. per uur. Hierover heeft hij dus 


T — 2y Ge END Lat x —2y 
uur werk. Dus is: vi lj =êt 5 een 


7y 79 
7 1 
Was het ongeluk voorgevallen, nadat hij 8 KM. meer had 
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afgelegd, dan was bij maar ; uur te laat in B aangekomen. 
Over den afstand 8 KM. heeft hij dus loopende 15 — —=1 uur 


langer werk dan rijdende. Per fiets doet hij het in ; ‚ te voet 


in we REE uur. Dus is ses =l of 28—8=y, dus 
7 y y Y 
79 

y = 20. Hij deed dus per rijwiel 20 KM, per uur. 
Substitueeren we de gevonden waarde voor y in (1), dan komt er 


Tx 1 x— 40 
20 J Bn 0 of 2r + 60 = 80 J- 74 — 280 


77 
of De —= 260, dus # —= 260: 5 = 52, 
De weg is dus 52 KM. lang. A, LENSTRA. 


1560. z op te lossen uit: 


« — 0,0972}— 4 _ 1 
|o,zo946 | =z ve. 
(Cadet 1898 (Alg.) 
Oplossing. 
100972 |l Ei 
|o,79946 ‘=gvi= * 
waaruit volgt: (v— 0,0972) log 0,79946 —= log 2 
log 2 0,3010300 
20,08 S je 079946 S 0,9027967 — 1 
> _ _0,3010300 ____ 3010300 
rt Ari 0,0972033 — 972033 
3010300 
dus 0,0972 — 2 — Gao 


log (0,0972 — #) — 6,4786098 — 5,9876810 
log (0,0972 — rv) —= 0,4909288 
0,0972 —x == 3,09691 
® =— 2,99971 (=—3). 
R. v. W.; v. p. War & VeERBORGH. 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


(Vervolg van bl. 286 in afl. 6 van Jaarg. 1898.) 


405. Men vraagt te vereenvoudigen : 


an bemerk. AR and 
5 3 3 2 4 6 
Th nl ni oes VL ) 
—l 8 4 3 —2 4 ) 
( es) DAI © Ve Pt? 
406. Los z op uit: a bege em AE Pt? 
407. Oplossen: 
2e? Hv (22? J- 3 — 8) H- 3e = 64. Pi? 


408, Verdeel het getal zes zoo in twee factoren, dat de som 


hunner 3e machten 35 is. 
(Zes antwoorden.) Pt? 


409. Ken gulden is 1,55 m.M. dik en 1 D.G. zwaar. Bereken 


de middellijn, als S. G. zilver 10,5, S.G. koper 8,8. 
22 


Gehalte 0,945 en mz = 7 Pt? 


BIBLIOGRAPHIE. 

A. J. vaN Brren, Merkwaardige Punten en Lijnen van den 
Vlakken Driehoek. Tweede vermeerderde druk. (88) (86 
figuren). Amsterdam, 1898, W. Versluys . . . f 1,25 
Inhoud : Middelloodlijnen (Mediatrices), Bissectrices, Middel- 
loodlijn en bissectrix, Isogonaal (gelijkhoekig) verwant, 
Zwaartelijnen en zwaartepnnt, Hoogtelijnen en hoogtepunt 
(Orthoeentrum), Hoogte of voetpunten A (Orthocentrische A), 
Antiparallel, Negenpuntscirkel (Cirkel van Frurrsacu), Del- 
toïde, Rechte van Eurer, Theorema van Evrer, Rechte van 
SiMsoN, Theorema van Samon, Rechte van Warracr, Een 
merkwaardige cirkel, Isogonaal (gelijkhoekig) verwante lijnen 
en punten, Coneyclisch, Isotomisch (gelijkdeelend) verwante 
lijnen en punten, Symmedianen, Het punt K, De hoek van Bro- 
cARD, De punten van Brocarp, De cirkel van Lemoine, De 
zeshoek van Lemoine, De cirkels van Tucker, De cirkels van 
Tayror, De cirkels van TorriceLL1, Enkele aanteekeningen. 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


401. Op een partij Maryland wordt te Rotterdam achtereen- 
volgens genoten : 1 °/, stille uitslag , 2°/, goedgewicht , 
179 KG. raffactie en 8°/, korting voor stelen. Als het 
goedgewicht 157 KG. bedraagt, tusschen welke grenzen 
ligt dan het netto- en tusschen welke het bruto-gewicht ? 
Antwoord: netto minstens 6890 KG., hoogstens 6935 KG. 
Bruto minstens 7904 KG., hoogstens 7954 KG, 
(Krarrer, Handelsrekenen 654.) J. B. B. 
Oplossing. 
Bij de berekening der genoemde kortingen is men gewoon, 
wat minder is dan ; KG. te verwaarloozen, terwijl 5 KG. en 


daarboven (doch minder dan t KG.) op 1 KG. wordt gesteld. 

Nu wordt 2°/, goedgewicht genoten en hiervoor rekent men 
157 KG. Het jwiste bedrag is dus minstens 156,5 KG. en 
hoogstens nog altijd iets minder dan 157,5 KG. 

Na aftrek van 1 °/, stille witslag was er dus minstens nog 
50 x 156,5 KG. = 7825 KG., terwijl het mavimum in elk 
geval kleiner is dan 50 Xx 157,5 KG. = 7875 KG. 

Daar het aantal KG. steeds in geheelen wordt opgegeven, 
hebben we als mazimum-grens 1874 KG te noteeren, We 
kunnen, zooals in onderstaande berekening, nu gemakkelijk 
de gevraagde grenzen van het netto-gewicht vinden. 


1825 KG. 7874 KG. 

Goedgewicht 2°/, = 157 KG. 157 KG. 
7668 KG. 1717 KG. 

Raffactie 179 KG. 179 KG. 
7489 KG. 1538 KG. 

Stelen 8°/, = 599 KG. 603 KG. 
Netto 6890 KG. 6935 KG. 


De kooper geniet 1°/, stille uitslag. Wat hiervoor gerekend 


wordt, kan hoogstens ; KG. van de juiste waarde verschillen. 


€ 


1 
Het overblijvende verschilt daarom ook niet meer dan 5 KG. 


van 99°/, van het bruto-gewicht, Houden we hiermee reke: 
De Vriend der Wiskunde, XIV, 3 
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ning, dan zullen we, als we 7825 KG. en 7874 KG. beide 
door 0,99 deelen, in het eerste geval 0,04 KG. overhouden 
en bij de tweede deeling 0,46 KG. te kort komen. 

De verkregen quotienten zijn dan juist de grenzen van het 
bruto-gewicht, nl. 7904 KG. en 7954 KG. Riay. Wi 


402. Wie helpt me aan het bewijs ? 

„Denkt men zich buiten langs de schuine zijde van 
een rechthoekigen driehoek eene aan elkander liggende 
rij van kleinere rechthoekige driehoekjes geconstrueerd (t), 
wier schuine zijden te zamen zoo lang als de eene groote 
‚schuine zijde zijn, dan is, zooals gemakkelijk valt te 
zien, de som hunner rechthoekszijden gelijk ook aan de 

som der beide groote catheten…” (*) 

(Prof. BorLAnp, Aanschouwing en verstand, bl. 48.) 


Zooals de stelling daar staat is ze onjuist. Achter het 


laatste woord van den derden regel moeten nog de woorden: 
(P)ywier katheten met de tegenover liggende 
groote evenwijdig loopen en” worden ingelascht. 
Deze woorden zullen waarschijnlijk op de drukkerij vergeten 
zijn te zetten of later zijn weggevallen, hetgeen bij de cor- 
rectie niet zal zijn opgemerkt, dat bij een boek, hetwelk niet 
bepaald een wiskundig werk is, maar waarin de schrijver 
algemeene grondbegrippen bespreekt, al heel licht kan voor- 
komen. 
Oplossing. 

Zij A ABC rechthoekig in C. Beschrijf volgens de opgave 
op de hypotenusa AB eenige rechthoekige driehoekjes ADH, 
DEK, EFL, FGM en GBN, die onderling en met den A ABC 
wm zijn. Trekken we nu door D,E, F en G lijnen // AC 
en BC, dan zien we terstond, dat de som der catheten dezer 
Ajes gelijk is aan de som der catheten van A ABC, d. i.: 

DH + EK 4 FL + GM + BN == AC 
en AH + DK + EL + FM + GN == BC 
derh. AH + DH +... — AB + BC. 

Als de kleinere rechthoekige driehoekjes niet @ zijn met 

A ABC, dan is de stelling nit waar. Dit zien we terstond, 


als we denken aan de eigenschap, dat van alle veelhoeken met 
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hetzelfde aantal zijden in een gegeven cirkel beschreven de 
regelmatige den grootsten omtrek heeft. Men kan nu een 
rechthoekigen A beschouwen als een halven rechthoek (halven 
vierhoek) en een gelijkbeenigen rechthoekigen A als een half 
vierkant (halven regelmatigen vierhoek). Omdat volgens deze 
stelling de omtrekken van den rechthoek en van het vierkant 
ongelijk zijn, zijn ook de halve omtrekken ongelijk, dus 
som catheten rechth. A ACB < som cath. geliĳkb. rechth. A AC'B, 
Vervangt men nu successievelijk A ADH, A DEK, A EFL, 

AGNB door geliĳkbeenige rechth. AA ADH, DEK’, EFL, 
FGM’, GBN’, dan is 

AH J- DH’ ) AH J DH 

DK’ tie gen 


AH! EDE. > A0 EB. 


BIBLIOGRAPHIE, 


H. Raapersma Lzn,, Het Rekenen uit het Hoofd in de Lagere 
School. Tweede stukje. Getallen van 1 20. Vierde 


BRR 1698, . . . orkaan ROO 
—_——,; Idem. Derde stukje. ele van 1—100, Vijfde 
ul GER Ee, err a GU 


‘s-Gravenhage , Ee red 


36 


OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" April 1899 franco 


1581. 


1582. 


1583. 


1584, 


bij den Redacteur A.J. vaN BREEN fe Arnhem 
worden ingewacht. 

Iemand koopt een huis voor f 6600 en moet nog 5 Gs 

onkosten betalen. Hij neemt op dat huis een hypotheek 

van f 4000 (onkosten 1,5 pCt.). Den Isten Mei moet 

hij alles vereffenen en laat daartoe op dien dag ver- 

koopen f 3000 N. W.S. 25 pCt., tegen den koers 


92,5 pCt., provisie SE vervaldagen der coupons Ì Jan. 


en 1 Juli. Hoeveel moet hij nu nog in contanten daar- 
bij voegen ? 

(Hoofdacte Leeuwarden 1898.) H. VERHAGEN. 
Zeker getal is in het 9. stelsel geschreven. Bij ver- 
gissing beschouwde iemand het als geschreven in het 
10t. stelsel, waardoor hij het negenhonderd twee en 
zeventig eenheden te groot nam. Welk getal kan dat 
geweest zijn? N.B. Het voorstellen van onbekende 


cijfers door letters is niet verboden.) 
(Hoofdacte Leeuwarden 1898.) H. VERHAGEN. 


A en B zetten telkens den 1sten Jan. van 1890, 1891, 
1892,... 1910 en 1911 f 70 op rente, om de gestorte 
sommen met de rente den isten Jan. 1912 terug te 
ontvangen. Als A 3,5 °/, sameng. intrest en B 4 “/ 
enkelv. intrest zal genieten, hoeveel heeft A dan meer 


of minder te ontvangen dan B? (1,035)?? = 2,1381512. 
(Hoofdaete Leeuwarden 1898 ) H. VERHAGEN. 


1 B 
Bereken tot op 5 nauwkeurig : 


2 3 
vól zie Ady il H. VERHAGEN. 


(R. v. WaczexineeN Pz, Vr. en Opg. Th. d. Rek. IL, no. 15 bl. 18.) 


1555. 


Een koopman heeft voor f 500 aardappelen gekocht. 
Hij verkoopt eerst zooveel HL, als hij stuivers voor den 
HL. ontvangt, en daarna nog 140 HL. à f 2,50. Als 
hij 4°/, heeft ingemeten ‚ bij den verkoop f 3,80 on- 
kosten heeft gehad en nu nog 1°/, wint, vraagt men 


naar den inkoop van 1 HL. H. VERHAGEN, 
S, pr Gast, Opi. Rek. Vraagst., no. 200 bl. 126.) 


1586. 
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In het luchtledige weegt een lichaam P 1,5 maal zoo- 


veel als een lichaam Q; in water daarentegen weegt 


Q 1,5 maal zooveel als P. Bepaal het s.g. van Q, 
als dat van P 1,5 is. H. VERHAGEN. 


(N. L. W. A. GraveLAar, Opg. ter oef. in het pr. rek, no. 3 $2.) 


1587. 


1588. 


1589. 
1590, 


1591. 


1592. 


1593. 


Uit het punt A zijn twee lijnen getrokken, die een 
gegeven cirkel in de punten B en C raken. Men trekt 
uit B de middellijn BF; verder laat men uit C de lijn 
CE loodrecht neer op BF, Wanneer nu nog AF ge- 
trokken wordt, dan deelt deze de loodlijn CE in G 
middendoor. Hoe bewijst men dat? 

Van een A ABC, waarin M het midden van BC en 
AD de deellijn van hoek A is, is gegeven hoek MAD, 
de lijn AM en de som der zijden AB en AC. Men 
vraagt den A te construeeren. (K.M. A. 1898.) 
Verdeel een gegeven cirkelboog zoodanig in 2 deelen 
(bogen), dat de koorden, welke deze bogen onderspan- 
nen, zich verhouden als 2 gegeven lijnen m en n. 
Bewijs, dat in elken A de som der afstanden van het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel tot de 3 zijden 
gelijk is aan Rr. 

Uit den top A van een A ABC zijn de mediaan AD, 
de bissectrix AF en de hoogtelijn AH naar de zijde BC 


1 
getrokken. Als nu AD = 71097, AF = 35 1/130 
en AH —= 12 gegeven zijn, vraagt men de zijden van 
A ABC te berekenen. J. C. Berr, 


In A ABC is H het snijpunt der hoogtelijnen. Indien 
D, E en F respectievelijk de middens zijn van AB, 
BC en AC en L, K en G respectievelijk de middens 
van CH, AH en BH, vraagt men te bewijzen: 
TDI GE EK: 

2°, DL, GF en EK deelen elkaar middendoor. 

(Cadet 1898.) A. G. pn. B. 
Om een cirkel zijn 2 AA ABC en ABC beschreven, 
zoo dat de zijden van den eenen // loopen met die van 
den anderen (AB // BA’, BCO (CB, AC j/ CA). 
Door de snijding dier zijden worden 6 AA (ADE, 


1595. 


1596. 


1597. 


1598. 


1599. 


1600. 
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C'DF', BFE, NED’, CD'F en BFE) gevormd. Bewijs, 
dat het gedurig product der oppervlakken dier 6 AA 
en der 2 gegeven AA gelijk is aan de 16e macht 
van den straal R van den gegeven cirkel. H.SreRSMA. 


‚ Bepaal de verhouding der diagonalen AC en BD van 


een koordenvierhoek ABCD. 
Voor welke meetbare waarden van a en b heeft de ver- 
gelijking (9 + 41 5) a? — (3 Hv/5)e + (a J- by/5) = 0 
twee gelijke wortels? Voor de bedoelde waarden van 
a en 5 kan uit het eerste lid de vierkantswortel getrok- 
ken worden; welke is die wortel? (K.M. A. 1898.) 
Iemand houdt van zijn inkomen maandelijks f 10 over, 
welke hij in een spaarbank wenscht te beleggen. Deze 
spaarbank schrijft telkens na verloop van 2 maanden 
de verschenen rente, naar den maatstaf van 3 °/, ’s jaars, 
bij het tegoed van den inlegger. Welk verschil maakt 
het nu voor den inlegger op zijn tegoed na een tijds- 
verloop van 5 jaren, of hij bij het eind van elke twee 
maanden f 20, dan wel bij het eind van elk halfjaar 
f 60 inbrengt? (K. M. A. 1898.) 
Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 

v(3 13 Hv2)—-v(8+v3— 2) 


13 4 2/6 — 61 (4420 6)|* 


(Cadet 1898.) 
Los « en y op uit: 
vla) vlg) =VYy 

en vb) Hv (y —«) =1 gy. H. SrersMa. 
(Hers, LAnkereN Marrues & Tescn, S 58, 69.) 
Los x en y op uit de vergelijkingen : 

log (e +4) + log (wr — y) =log a 
en log z + logy = log &. 
(Veeartsenijschoo!.) 
Als de wortels eener vierkantsvergelijking gelijk zijn aan 


a 1 
5 E (a? — b?), met welke waarden moeten dan deze 
wortels vermeerderd of verminderd worden, om den 
tweeden term te doen verdwijnen ? 
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Programma Akte-examen Wiskunde L. O0. (Vak p.) 


a. Kennis van de vlakke meetkunde, de vlakke driehoeks- 
meting en de stereometrie. 

b. Kennis van de lagere algebra tot en met de vierkants- 
vergelijkingen , alsmede van de reken- en meetkunstige reeksen 
en de logarithmen. 

c. Vaardigheid in het oplossen van eenvoudige stel- en 
meetkundige vraagstukken. 

(Kon. Besl., Staats-Cowrant, 28/29 Dee. 1890.) 


Schriftelijke opgaven van het ex. Wiskunde EL. O., 
g-Gravenhage, Woensdag, 2 November 1898, 


A. Stereometrie (1*/, uur). 


1. In een viervlak ABCD staan de ribben AB, AC en AD 
rechthoekig op elkaar. Uit het hoekpunt A is de loodiijn op 
de zijde BCD neergelaten; het voetpunt dier loodlijn is B. 
Bowijs, dat de inhoud van A ABC middelevenredig is tus- 
schen de inhouden van A BCE en A BCD, òf dat ook de 
inhoud van A ABD middelevenredig is tusschen de inhouden 
van A BDE en A BCD. (Supplement, X, 1898, no. 703.) 

2, Een A ABQ wentelt om zijn zijde BO. De lijn DE 
verbindt de middens D en E der zijden AB en AC. Bepaal 
de verhouding van de inhouden der omwentelingslichamen , 
beschreven door A ADE en vierhoek DECB 

(„De Vriend der Wiskunde”, 1, 1886, no. 51.) 

3. In een kubus denken we ons een plat vlak, dat een 
hoofddiagonaal rechthoekig middendoor deelt. Bewijs, dat dit 
vlak den kubus snijdt volgens cen regelmatigen zeshoek. 


B. Gonio- en Trigonometrie (Ll'/, uur), 
1. Bereken alle waarden van x,‚ die voldoen aan: 
eotr=r (0,27654 sin 20791029” eos 204°58'55' cot? 284059 20"). 
2. Bewijs, zonder de logarithmentafel te gebruiken : 
sin? 22030’ + sin? 67030’ J sin? 112030’ J sin! 157030 —5. 
3. Van een A ABC zijn de drie hoeken en de bissectrix 
van / A =d gegeven, Druk de zijde a in de gegevens d en A uit. 
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C. Planimetrie (L!/, uur). 


1. Twee cirkels snijden elkaar; de gemeenschappelijke snij- 
lijn a is in den eenen cirkel de zijde van den ingeschreven 
regelmatigen A en in den anderen cirkel de zijde van den 
ingeschreven regelmatigen 12-hoek. Druk het gemeenschap- 
pelijk deel der cirkels in a uit. 

Q. Im een vierkant ABCD is EB het midden van AD en F 
het midden van AB. Bewijs, dat de lijn, die B verbindt met 
het snijpunt G van CE en DF, gelijk is aan de zijde van 
het vierkant. 

3. Twee gelijke cirkels snijden elkaar in de punten A en 
B; door A is een rechte lijn getrokken, zoodanig, dat het 
snijpunt HE van deze lijn met den eenen cirkel tusschen de 
snijpunten A en C met den anderen cirkel ligt. Bewijs, dat 
de rechtlijnige A BEC gelijk is aan de figuur, ingesloten door 
de zijde EC en de bogen BC en BE. 

(Vergelijk dit vraagstuk met no. 399 bl. 223 in „De Vriend 
der Wiskunde’, XIII, 1898.) 

D. Algebra (1!/, uur). 
2n 


ae Ve dien © 
fi EAN _— a ee Dr 


(De bedoeling was z op te lossen, maar het stond er niet bij.) 








2. Van de vierkantsvergeliĳjking z% J- pr J-q=0 is ge- 


geven het verschil der worteis —= a en hun quotient = b, 
(2,4) =0, Ln b). Hoe moeten a en & gekozen worden, 


opdat g negatief zij ? 

3. Een trein rijdt van A naar C over B, waar hĳ a 
minuten stilhoudt. Hij ontmoet 5 minuten nadat hij station 
B heeft verlaten een sneltrein, die van Q is vertrokken, toen 
de eerste trein nog k KM. véór B was. De snelheid van den 
sneltrein is tweemaal zoo groot als die van den anderen trein. 
Wanneer de sneltrein na A bereikt te hebben, zonder in B 
een der beide keeren te stoppen, onmiddellijk naar C terug- 
keerde, zou hij daar d minuten na den anderen trein aankomen. 
Hoe groot zijn de afstanden tusschen A, B en C en hoe groot 
is de snelheid van iederen trein ? 
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Verslag van mijn mondeling examen Wiskunde L.O. 1898. 


Algebra. 

Wat zijn wortelgrootheden ? Noem eigensch. van wortel- 
grooth. Hoeveel wortels heeft a? Hoeveel wortels heeft 
” _pn 
PaP» Is dus Wa = af Hoeveel reeële wortels heeft 174 

Nn 
hoogstens? Als we zeggen A0 welke wortels be- 
doelen we dan alleen? Schrijf een vierkantsvergelijking op 
(z* H- pr + q =0). Schrijf de wortels op. Eigenschappen van 
de wortels opnoemen. Wanneer zijn de wortels reëel, wanneer 
imaginair en wanneer complex? Wat is een vergelijking ? 
Hoe verdeelt ge de vergelijkingen ? Definities geven van de 
soorten. Hoe is de algemeene uitkomst van eene identieke 


verg. ? ee Hoe van eene val:che ? (5) 


Stercometrie. 

Als 2 vlakken |L staan op ’t zelfde vlak, staat hun door- 
snede, enz. (2 bew.). Sommige stellingen bewijzen, die er bij 
toegepast werden. De som van de zijden van een’ drievlaks- 
hoek { 4R (2 bew.). Hoe bepaalt men den inh, van een vier- 
vlak? Bewijs uw antwoord. Bewijs, dat een diagonaalvlak 
van een parallelepipedum het lichaam in 2 gelijke deelen ver- 
deelt. Wanneer heeten 2 veelvlakken gelijk en gelijkvormig ? 
Bewijs: inh. scheef prisma == grondvl. X hoogte. Bewijs, 
dat een driezijdig prisma bestaat uit 3 gelijke pyramiden. 
Welke eigensch. worden toegepast ? Breng door een lijn buiten 
den bol een raakvlak aan dien bol. Hoeveel raakvlakken 
mogelijk ? Hoeveel door een punt buiten den bol? Wat weet 
ge van de raakpunten ? 

Planimetrie. 

Construeer door een punt buiten een’ clrkel een rechte, 
waarvan de cirkel eene koorde van gegeven lengte afsnijdt. 
Construeer in een vierkant een gelijkz. A , die er een hoek- 
punt mee gemeen heeft. Druk de zijden van dien A in die 
van het vierkant uit. Verdeel een driehoek door lijnen // aan 
een der zijden in eenige gelijke deelen. Verdeel een A in 2 
gelijke deelen door eene rechte te trekken door een gegeven 
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punt in een der zijden. Construeer een cirkel , die door 2 
gegeven punten gaat en een gegeven cirkel raakt. Wat is 
een regelm. veelh.? Bewijs, dat er in en er om cirkels kun- 
nen beschreven worden. Formule dubbel aantal zijden be- 


wijzen do, = v |R: —_ Ry/(4R? — a) . Ook de formule 


% 
a =p VR? —0j,)). Ook de zijde van den omgeschr. 
n-hoek uitdrukken in de zijde van den ingeschreven „-hoek 
2a R 
n 


A= VAR ci) 
Gonio- en Trigonometrie. 

Maak cos A + cos B + cos C — 1 logarithmisch, als A, B 
en C de hoeken van een A zijn. Wanneer gebruikt men den 
sin.regel, wanneer tg.regel, wanneer cos.regel? Welken regel 
gebruikt men om de hoeken uit de zijden te berekenen ? (cos. 
DE Welke formule kan men daarvoor ook gebruiken ? 
(te 5 Ae Ven En ). Bewijs die uit een figuur. 
Bereken de stukken, waarin de tophoek C van A ABC door 
de mediaan CD EROL wordt, als gegeven zijn: AC, BC 
en hoek C. Maak den cosinusregel logarithmisch? Waarom 


mag men len X Be C ==sinp stellen. Bewijs uw ant- 
1 2 
CE 
woord door eene figuur. A. LZ: 


Verslag van een mondeling examen Wiskunde L. O. 1898. 


Algebra. 

Waarom is het derde vraagstuk van ’t schriftelijk werk door 
u niet afgemaakt? Welke merkwaardige quotienten kent u? 
Bewijs op" niet deelbaar door a —b. Bewijs a” — b* deel- 
baar door a —b, op 3 manieren. Aantal termen (a + b)'. 
Noem op van (a +5). Wat is eene vergelijkiog ? Soorten. 
Over 't invoeren en verdrijven van wortels bij vermenigvul- 
diging en deeling. Oplossingsmethoden der vergelijkingen van 
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den eersten graad. Een onbepaalde vergelijking! Hoeveel 

waarden voldoen? Oplossing van 2 vergelijkingen met 2 on- 

bekenden in hare algemeene gedaante. Optelling van de over- 

eenkomstige leden van 2 vergelijkingen. Vermenigvuldiging 

van de leden eener vergelijking met een zelfde getal. 
Planimetrie. 

Een punt binnen een driehoek te bepalen, waarvan de afstan- 
den tot de zijden zich verhouden als 1 tot 2tot3. Zijde tegen- 
over den stompen hoek uit te drukken. Omtrek van den cirkel 
uit omtrek in- en omgeschreven veelhoek. Wat stelt z voor? 
Bewijs, idat zr standvastig is voor elken cirkel. Iets over zr 
als hoekmaat. Oppervlak van een cirkelsegment. Wat moet 
er gegeven zijn om ’t te kennen? Op welke manieren te 
berekenen ? Hoe wel uit koorde en straal? 

Trigonometrie. 

Heeft u wel eens van eyclometrische formules gehoord ? 
(Antw. van gehoord wel, maar weinig er mee gewerkt.) Los 
op: tg 2e Heoter J8eosin?z=—=0. Gegeven lengte van den 
afstand tusschen A en B — a. Bereken de hoogte van den 
toren in de verte. Welke hoeken te meten ? Druk de hoogte 
in AB en de goniometrische verhoudingen der gemeten hoeken 
uit. Verschillende onderstellingen ten opzichte der hoeken. 
Wanneer tangens-, wanneer sinus-, wanneer cosinusregel te 
gebruiken ? Hoe, behalve door cosinusregel, de hoeken te 
berekenen, als de zijden gegeven zijn ? 


tg 5 A afleiden uit eene figuur. 


Stereometrie, 
Welk boek heeft u bestudeerd? Wat is een drievlakshoek ? 
Bewijs: som der zijden { 360°. Wat is een pooldrievlaks- 
hoek? Verschil tusschen dien van KNaPPER en VERSLUYS, 
Wat is de eene van de andere? (drievlakshoek.) Bewijs: zij 
den pooldrievlakshoek —+- hoeken drievlakshoek — 3 X 1809, 
Inhoud van het viervlak. Af te leiden uit de figuur. Wat 
is een middelvlak ? Hoe verdeelen de ribben van de viervlak- 
ken, waarin ge een driezijdig prisma kunt verdeelen, het mid- 
delvlak van het prisma ? Wat iseen prismoïde ? Formule voor 
den inhoud, Viervlak als prismoïde. S P, M, Beunpers. 
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Eene serie vraagstukken ever onnauwkerrige getallen. 


Het programma voor het examen van hoofdonderwijzer of 
hoofdonderwijzeres vermeldt onder punt 4°, Rekenen: 

„Grondige kennis der theorie van het rekenen met inbegrip 
van de leer der evenredigheden, van de evenredige af hanke- 
lijkheid der grootheden, van de worteltrekking en van de 
reken- en meetkundige reeksen. 

Vaardigheid in het oplossen, zoowel uit het hoofd als 
schriftelijk, van rekenkunstige vraagstukken.” 

Vooral het laatste laat, volgens de weinige ervaring, die 
ondergeteekende heeft, nog al eens iets te wenschen over, 
voornamelijk waar het geldt de berekeningen met onnauw- 
keurige grootheden. En toch zijn juist deze berekeningen voor 
de praktijk van het grootste gewicht; de architect, die een 
bestek voor een huis moet maken; de timmerman, die bij de 
aanbesteding van den bouw wil inschrijven; de verver, die 
eene berekening wil maken van de te verven oppervlakte en 
van den tijd, die daarvoor noodig is; zij allen rekenen met 
onnauwkeurige getallen. Dat echter de verschillende bereke- 
ningen soms de helft verschillen, komt niet daarvan, dat 
de een bij dat werk rijk wil worden, terwijl de ander om 
niet wil gaan werken, neen, de oorzaak van dat groote 
verschil schuilt alleen in de weinige bekendheid van de be- 
rekeningen met onnauwkeurige getallen. Hvenzoo gaat een 
groot getal van de onderwijzers, die jaarlijks voor de hoofd- 
akte opgaan, aan dat euvel mank. 

Nu is het volstrekt piet mijne bedoeling de geheele theorie 
van onnauwkeurige getallen te behandelen. Alleen een enkel 
gedeelte, eene zekere serie van vraagstukken, waarmee velen 
sukkelen, heeft mijne aandacht getrokken, terwijl ik er mij 
telkens over verwonderde, dat eigenlijk geen enkel mij bekend 
leerboek der rekenkunde dat soort vraagstukken in de puntjes 
behandelde. Ik bedoel vraagstukken van den vorm: 


I. Bepaal tot op nauwk. ya. 


11. Bepaal tot op - nauwk. 35. 
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II. Bepaal tot op : nauwk. pc +: v/d, 
IV. Bepaal tot op Ì nauwk. de dE Bf. 
V. Bepaal tot op 5 nauwk.v g EyvhtEri, 
VI. Bepaal tot op 5 nauwk. Bk dE Pl EE Bm, 
VIT Bepaal tot op 5 nauwk. (yn + v/o) X Vp. 
VIII. Bepaal tot op z nauwk. (Bq E Br) X Bs. 
IX. Bepaal tot opz nauwk. (rt trut vw) XI. 
X. Bepaal tot op 5 nauwk. (Br + By + We) X Bd. 
XT. Bepaal tot op: nauwk. (rb + 1/0) (v/d Eve). 
XII. Bepaal tot op - nauwk. Bf dE Bg) Bh EE B), 
XIII. Bepaal tot op ï nauwk. (rk Evi) (rme rndt po). 
XIV, Bepaal bot op 3 nauwk. (&p + Bq) (Pr Es tE BE) 
XV. Bepaal tot op 7 nauwk. v’u: L/W. 
XVI, Bepaal tot ops nauwk. Bx: By. 
XVII. Bepaal tot op 5 nauwk. (v/a +vbtv/e): vd. 
XVIII. Bepaal tot op À nauwk (Bet Bft Bg): BA. 
XIX. Bepaal tot ops nauwk. (ri +1 ktv): (W/m + Vm). 
XX, Bepaal tot op” nauwF. (Bo + Bp tE Bg): Pr EE B5). 


Om volledigheid van bovenstaande vormen te krijgen, zouden 
we nog vormen moeten nemen met veeltermen van meer dan 
3 wortelvormen en producten en deelingen, waarbij de termen 
beide bestaan uit veeltermen van 3 en meer dan 3 wortel- 
vormen en dan nog gedurige producten en vormen met meer 
dan één deeler, welke laatste echter teruggebracht kunnen wor- 
den tot vormen, die bestaan uit deeltal en deeler. 

Daar echter bijna alle vormen buiten de bovenstaande XX 
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zeer ingewikkeld zijn en waarschijnlijk nimmer op een examen 
voor de hoofdakte zullen worden gevraagd, zal ondergeteekende 
die vormen stilzwijgend voorbij gaan, zoodat alleen van de 
genoemde XX vormen een voorbeeld zal worden gegeven. 
I. Bepaal vi tot op 5 nauwkenrig. (WisseLiNK, Ve ver- 
zameling van rekenk. vraagstukken. Par. 5, No. 5.) 
Duidelijk is, dat er niet gevraagd wordt den gegeven wor- 
telvorm nauwkeurig te groot of te klein te bepalen tot op 
an en dít toch zal juist door de meesten worden gedaan. 
Laat ons ter verduidelijking daarvan tot voorbeeld nemen : 
1 , 
„Bepaal 1/2 tot op Ts nauwkeurig.” Door gewone wortel- 


trekking vinden we nu 
vv eld 
1 


100 
4 


Dan is 1,4 nauwkeurig te klein tot op 5 en 1,5 nauw- 


keurig te groot tot op a Nemen we het volgende cijfer in 


aanmerking, dan kunnen we zelfs zeggen, dat 1,4 nauwk. te 


klein is tot op : tiende. Er is nu echter meer gedaan, dan 


gevraagd werd, De vraag luidde alleen nauwkeurig en het 
antwoord is nauwk, te klein. Nu zal dat in de practijk 
natuurlijk nog beter zijn, maar dat doet hier niets ter zake. 
Het geldt hier alleen de vraag, of aan den eisch van het 
vraagstuk voldaan is. Dat nu is niet het geval. We weten 


te veel. Namen we voor 1/2 het antwoord 15 tiende deelen, 
dan zouden we kunnen zeggen, zonder op het cijfer der hon- 
derdsten te letten, dat U tienden nauwkeurig was tot op 5 


tiende, nu zonder bijvoeging van „te groot’ of „te klein”. 


Wij zijn dus nu nauwkeurig tot op 5 tiende en niet tot op 
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1 tiende, zooals de eisch was. Het laatste geeft ons echter 
de wijze aan, waarop we moeten handelen. Willen we [/2 


1 
nauwkeurig bepalen tot op 10’ dan bepalen we den wortel 
nauwkeurig te groot of te klein tot op E, trekken dan van 


de uitkomst Ee af of tellen er ze bij en wij zullen een ant- 


woord verkrijgen, dat nauwkeurig is tot op es zonder dat 


we weten, of het te groot, dan wel te klein is. Keeren we 
dus thans oe het eerstgegeven vraagstuk terug: „Bepaal 


Vi 5 tot oP 75 5 nauwkeurig.” Hoe dat nu te doen? We bren- 


gen : buiten het wortelteeken en bepalen dan den wortel 


uit het dan verkregen getal nauwkeurig te klein of te groot 
tot op 1 eenheid, Vermenigvuldigen we nu die uitkomst met 


5. dan hebben we den wortel nauweurig te klein of te groot 
1 
tot op :. Nu nog iz * bij of er af en aan de vraag is voldaan. 
De Be wordt dus als volgt: 


a Î 1 19 
Vi=g 84 == é (nauw. te klein tot op 5) —= 


12 
( nauwkeurig tot op EN 
Vraagstukken : 
1. Bepaal den vierkantswortel uit 467636 tot op; nauwkeurig. 
(Wortering, Keur van rekenk opg. 2est. Par. 28, No. 4.) 
2, Bepaal tot op 2 eenheden nauwkcurig 72348. 
(WisserinK. Se verz. Par, 2, No. 9.) (Breng 4 voor het 
wortelteeken.) 
3. Benader 31/2 tot op 5 nauwkeurig. 
(WisseLiNK, 5e Verz. Par. 4, No. 9.) 
4, Bepaal tot op 0,% nauwkeurig 10,3. 
(WisseLiNK, Se verz. Par. 11, No. 9.) 
5. Bereken in 4 decimalen nauwkeurig 1/15,7, 
(VersLuys, Algebr, vraagst, 2e stukje, Bladz, 25, No, 43.) 
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II. Bepaal #34 nauwkeurig tot op Ë ; B 200 nauwkeurig 


1 SN E 
tot op zi #3 nauwkeurig tot op 0,01 ; B 50 nauwkeurig tot 


op 0,001. (De Gast, Leerb. der Rekenk. II, Bladz. 23, No. 8.) 
Gaan wij weer bij #3 bepalen op de gewone manier van 

de derdemachtsworteltrekking , dan vinden we een antwoord, 

dat tot op 0,01 nauwk. te klein of te groot is. Bijvoorbeeld 


23 == 1,44 
1 
2000 
En 
34 X 4 =— 136 
436 X 4 == 1744 
_16 256000 
8 588 


424 X 4 = 1696 
60496 X 4 — 241984 
14061 
We vinden dus 1,44 nauwkeurig te klein tot op 0,01 en 
1,45 nauwkeurig te groot tot op 0,01. Het eerste blijkt zelfs weer 


nauwkeurig te klein te wezen tot op 5 honderdste, Dit laatste 
buiten rekening gelaten, zouden we uit de grenzen 1,44 en 
1,45 weer vinden 14 honderdste (nauwkeurig tot op ; hon- 


derdste). We zijn dus in elk geval weer nauwkeuriger, dan 
geëischt wordt. Dit kan weer worden ontgaan op dezelfde 


wijze, als bij I is geschied. We brengen weer 55 voor het 


wortelteeken, bepalen dan den derdemachtswortel nauwkeurig 
te klein of te groot tot op 1 eenheid; vermenigvuldigen met 


En waardoor het autwoord te klein of te groot wordt tot op 50 


LA, 1 
tellen er dan 5 bij of trekken er Toö af en wu hebben weer 


den vereischten graad van nauwkeurigheid verkregen. 
De geheele bewerking komt dus als volgt te staan: 
L 12 é 1 
p3= 50 B 375000 = 50 (nauwkeurig te klein tot op zo) == 
145 


1 
0 (nauwkeurig tot op m0): 


Kad 
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Laten we thans nog een der andere hierboven genoemde. 


voorbeelden nemen. Bijv. „bepaal #”200 nauwkeurig tot op 7 


We brengen 5 voor het wortelteeken en bepalen dan den der- 


demachtswortel tot op eene eenheid Dauw te klein of te 


groot; door de vermenigvuldiging ziet 5 wordt dat antwoord 
tot op 5 nauwkeurig te klein of te groot; tellen we er nu 


i bij of trekken we er i af, dan wordt het antwoord nauwk. 


tot op 7 De bewerking wordt aldus: 


1 12 ( Ì 23 
p200=z B 1600 = Z nauwk. te groot tot op 5) a 


(nauwkeurig tot op al 


Wel is waar zal bij Bet bepalen van bijv. ® 50 nauwkeurig 
tot op 0,001 de gewoonlijk gevolgde handelwijze korter zijn, 
maar daar staat tegenover, dat dan niet aan den eisch wordt 
voldaan. 

Vraagstukken. 


1. Bepaal den derdemachtswortel uit 724648 totop — nauw- 


keurig. 


(WorrerinNg, Keur van rekenk. opg. 2e stukje. Par. 37, No. 4.) 
2. Herleid Bono pz en Pi respectievelijk nauwkeurig tot 
loen. Le 
SP 20’ 10 °° 100 
(De Gast, Leerb. der rekenk. IL, bladz. 22, no. 7.) 


25 7 
27 5 Be. Tot 


3. Bereken tot op : nauwkeurig : Po B Bor 5 


1 7 5 5 1 
oP jz nauwkeurig : PT’ Ee Pi 


(RaapersMa, Theorie en Praktijk. 5e verz. bladz. 13, No. 38.) 


4, Bepaal tot op he nauwkeurig P7. 


(RAADERSMA, No. 39.) 
De Vriend der Wiskunde, XIV, Á 
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Leek vt AN 25 
5. Bereken tot op Ti nauwkeurig : B en Br 


(VersLvrs, Handboek rekenk. III. Par. 77, No. 2.) 
6. Bepaal tot op 1 eenheid nauwkeurig: B 726 X 727 X 728. 
(VersLuys, Handboek rekenk. III. Bladz. 71, No. 2.) 


J. Hommes. (Wordt vervolgd). 


De eigenschappen der omgekeerde bewerkingen. 


Het heeft altijd mijne bevreemding gewekt, dat schrijvers 
over rekenkunde zich zoo weinig laten gelegen liggen aan het 
onderlinge verband der bewerkingen en dat kunner eigen- 
schappen. In de meest gangbare leerboeken wordt bijv. niet 
aangetoond, dat elke rechtstreeksche bewerking door omkee- 
ring aanleiding geeft tot twee nieuwe vragen en dus tot 
twee nieuwe bewerkingen : 

optelling tot aftelling 
en aanvulling 
vermenigvuldiging tot verdeeling | deels 
en verhoudingsbepaling 
machtsverheffing tot worteltrekking 

en logarithmusneming. 

Het gevolg is, dat ook de eigenschappen dier omge- 
keerde bewerkingen, in plaats van te worden afgeleid 
uit die der rechtstreeksche bewerkingen, onmiddellijk als 
stellingen worden genoemd, die men zich voorstelt op 
een. of andere manier te gaan bewijzen. Op welke manier ? 
Hierin heerscht de grootst mogelijke verscheidenheid ,- zoodat 
in dit opzicht aan examinatoren een inderdaad lastige taak is 
toebedeeld. 

Nu geef ik gaarne toe, dat men over de verklaring van de 
eigenschappen der aftrekking en deeling van meening kan 
verschillen , aangezien men hierbij rekening moet houden met 
den leeftijd en dus met het bevattingsvermogen der leerlingen, 
doch met de beide omkeeringen der machtsverheffing, een 
zuivere getallenleer-kwestie, behoeft daarvan geen sprake te 
zijn. Ik stel mij voor, deze bewering nader toe te lichten, 
en zal dus aantoonen : 


| aftrekking 


IRN 1. 
EN ks k 
Ï 
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1°. dat alle eigenschappen van wortels en logarithmen 
volgen uit die der machten, zocdat een genetische be- 
handeling dier eigenschappen mogelijk is, en dient vooraf to 
gaar, als men prijs stelt op een juist begrip van hun ver- 
band met de eigenschappen der machten ; 

29, dat, als men de bedoelde eigenschappen dogmatisch 
wil behandelen, door ze te beschouwen als te bewijzen stel- 
lingen, een wetenschappelijk rationeel standpunt alleen wordt 
iogenomen, als men de bewijzen zoo zuiver mogelijk doet 
berusten op de nieuwe begrippen, zooals deze door omkee- 
ring van de rechtstreeksche bewerking zijn ontstaan. 


WORTELS. 
1) Uit (ab) = ay" 
volgt: wat zab 
of Vay=e. ry 


Een wortel wit een product is gelijk aan het product van 
dezelfde wortels der factoren. 





” 
j a\n a 
2) Uit (5) =S 
| b 
n 
a a 
volgt : pf 
b 
£ „Ae 
0 FTP 


Een wortel wit een quotient is gelijk aan het quotient van 
dezelfde wortels van deeital en deeler, 


3) Uit arr = at 
volgt : Pd Gt 
De 
of wa —=at 


Ben wortel wit een macht van een getal is gelijk aan een 
macht van dat getal, die tot exponent heeft het quotient der 
beide exponenten, 
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4) Uit (ay =a =p 
volgt : PE p=a 
Vp=a 
derhalve: Op =p 


Een wortel wit een wortel uit een getal is gelijk aan een 
wortel wit dat getal, die tot exponent heeft het product der 
beide exponenten. | 


Heeft men de vier voornaamste eigenschappen aldus uit de 
machtsverheffing afgeleid, en daarmede dus ook bewezen, dan 
is de dogmatische behandeling de volgende : 

Fay ze. gy 








want (Ea. zy) Ee We) ' (a) mj 
Nn 
pim 
Y Y 
Bt (5 Je a Wa)" 7 
neee 
5 
ate 
an r 
is Re 
n ne 0 
want (. ) Ri Rt 
Lrp= Pp 
Ee proe)" |"= eol" =p 


Bij nauwkeurige vergelijking van de genetische en de dog- 
matische behandeling blijkt, dat, hoe verschillend de gedach- 
tengang ook schijnt, de kern dezelfde is, namelijk het be- 
grip van wortel, zooals dit door omkeering ontstaat. Feitelijk 
bestaat er slechts een onderscheid in richting: in het 
eerste geval van machten naar wortels, in het tweede van 
wortels naar machten. 
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LOGARITHMEN. 
D Uit Ot n 
volgt: Tog aat = mn 
log aa = “log DRS Tog a” 
a a a 
of logzy = loge + log y 


Hen logarithmus van een product is gelijk aan de som 
van dezelfde logarithmen der factoren. 


mn 4 


2) Uit a == 
n 
a 
volgt: “og Dz mn 
a 
bie ® a md n 
B = log a — ‘log a 

; | a © a a 

of OE z= loge — logy 


Hen logarithmus van een quotient is gelijk aan het verschil 
van dezelfde logarithmen van deeltal en deeler. 


3) Uit Oe (alek 
volgt: Tog (ne) a == nm 
“og re te Tog ar 
of “og z=n. “log z 
Hen logarithmus van een macht van een getal is gelijk aan 


denzelfden logarithmus van dat getal , vermenigvuldigd met 
den machtsexponent. 


Le 
4) Uit gd =wa 
volgt : “log wa = = 
“log za —= Joga a 


n 
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“og 

n 

Een logarithrmus van een wortel uit een getal ds gelijk aan 
denzelfden logarithmus van dat getal, gedeeld door den 
wortelexponent. 





of “log a 


Beschouwt men deze vier eigenschappen als stellingen, 
dan is de behandeling de volgende: 


“ogay = “og x + “log y 








a a a a 
DE „ig + logy _ „loge „ lo8y _— op 
“log = og « — Tog y 
a a “log z 
want „loge — logy — @ Nee 
„log y 9 
log st =n. loge 
n Soer bloe en n 
want ar Ea vee 
a Pog v 
log Tis 
n 
Tog x 
Rh doe z 
want a za e= 
Alkmaar. W. F. KorpascHaaAR JR. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1561—1580. 


1561. AlsN=a"" Xb, wat is dan de som van alle echte 
breuken, die het getal N tot noemer hebben en onver- 
eenvoudigbaar zijn ? H. VERHAGEN. 
(R. v. WaacexineeN, Vr. en Opg II, bl. 56 No. 36). 

___ Oplossing. 
De breuken zijn echt en onvereenvoudigbaar ; de tellers zijn 
dus kleiner dan de noemer. Ook zijn de tellers onderling 
ondeelbaar met den noemer. 


MN lek: m,n 1 1 
b Ô aq ) ( 
N 4 Er zijn dus a (: Ì ) 


je (ei) (et) 


getallen kleiner dan N en onderling ondeelbaar met N. 


Die a” ie de! (a —1)(b—{1) getallen zijn nu de ver- 
schillende tellers der breuken, waarvan de som gevraagd wordt, 
Nu kan men die getallen in groepen van 2 verdeelon, zóó dat 
de som van.elke groep van 2 gelijk aan N is. 

De in het vraagstuk bedoelde breuken kan men dus in 
groepen van 2 verdeelen, zóó dat de som van elke groep 





van 2 Men En N= 1 is. 


De gevraagde som is derhalve == 
B DE 


men 


2 
Bb far Wb —1) 
NRS î 


V. p. War en VeErBORGH. 


1562. Een wijnkooper vermengt 7 L wijn van 1,20 gld., 
5 L. van 0,90 gld. en 9 L. van 0,80 gld. den L. Hij 
wil er wijn van 1,30 gld. den L. en water bijvoegen, 
maar 3 L. wijn meer dan water, om een mengsel te 
krijgen van 0,80 gld. den L. Hoeveel L. wijn van 
1,30 gld. den L. moet hij nemen ? H. VERHAGEN. 
(N. L. W. A. Graveraar, Opg. oef. pr rek. $ 1 No. 2.) 
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Oplossing. 


7 L wijn van f 1,20, en 5 L van f 0,90 geven 12 L wijn, 
die kosten f 8,40 + f4,50 == f 12,90. (De 9 L van f 0,80 kunnen 
we bij de berekening gerust weglaten , want daar het mengsel 
ook van f 0,80 den L moet zijn, zal dit geen invloed op de 
uitkomst hebben). 

Hierbij wordt nu gevoegd vooreerst 3 L wijn van f 1,30. 
We hebben dan 15 L wijn, die kosten f 12,90 J- f 3,90 = f 16,80. 

Eindelijk wordt hierbij nog een mengsel gevoegd, dat uit 
wijn van f 1,30 den L en uit water bestaat en wel van beide 
evenveel en dat dus komt op f 0,65 den L. De vraag is nu, 
hoeveel L. van dit mengsel men moet voegen bij 15 L wijn, 
die samen f 16,80 kosten om wijn van f 0,80 de L te krijgen. 
De 15 L wijn, die we hebben, kost f 16,80 — f 12 = f 4,80 
meer dan 15 L van het mengsel, dat we krijgen moeten. We 
moeten dus zooveel L van het mengsel, van f 0,65 den L. 
nemen, dat het bijgevoegde mengsel f 4,80 minder kost dan 
een even groot aantal L van het te verkrijgen mengsel. Het 
verschil in prijs van 1 L van beide mengsels is f 0,15, Er 
On L = 32 L. geno- 
men worden. Im dit mengsel is 16 L wijn van f 1,30. Men 
moet dus in het geheel 16 L. + 3L==19 L van f 1,30 den 
L nemen. 


moet van het mengsel van f 0,65 dus 





C. Bruo. 


1563. Hen vierzijdige pyramide heeft een rechthoek tot grond- 
vlak en de top ligt in de loodlijn, die men in het 
snijpunt der diagonalen op het grondvlak kan oprichten. 
Zoo nu lengte, breedte van het grondvlak en de hoogte 
der pyramide zich verhouden als 5:3 : 7, en de inhoud 
2 M3 is, vraagt men de opstaande ribben op 1 mM. 
nauwk. te berekenen. H. VERHAGEN. 
(Verk. worteltr., bewerking volledig inleveren). 


Oplossing. 


Zijn de gegeven afmetingen resp. 5a; 34 en 7a M, dan is 
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de inh, van het lichaam 5 X(baxBaxTa)Me— 35a3M*=2 M?, 


El 
35 

Elk der opstaande ribben vormt met de helft van een der 
diagonalen van ’tgrondvlak en de hoogtelijn een rechth. 
driehoek. Die halve diagonaal is 


Dus is a =| 


pv (250? 4 902) — 1 340? M 
en de opstaande ribben zijn dus ieder 


1 
=v(4da? + 85a?) == Wötga? M. 


2 
Vervangen we hierin a door 4E zoo komt er 


t 


60835 
1225 


avs 98 


1 

Deze waarde moet in 8 decimalen nauwkeurig worden 
gevonden. Men ziet terstond, dat er 1 cijfer voor de komma 
komt ; de tweedemachtsworteltrekking moet dus 4 cijfers leveren, 
Bepalen we op gewone wijze » cijfers, dan bekomt men er 
door verkorte deeling nog »— 2, dus in ’t geheel 2n — 2 = 4, 
waaruit „==3. Omdat hierbij 2 decimalen zijn, moet men 
onder het wortelteeken 2 X 2==4 decimalen hebben, of wat 
op hetzelfde neerkomt, men moet B tot op 0,0001 nauwk. 
berekenen, dat is in 5 cĳĳfers, wijl deze waarde tusschen 
1 en 10 ligt. 

Zoeken we weer n-eiĳfers door gewone worteltrokking , dan 
zullen nog 2n — 3 op verkorte manier kunnen bepaald worden. 
Dus is 32 —3=5; 3n=8; Nn =83, waarbij 2 decimalen. 


derhalve moet AE in 2X3—6 decimalen nauwk, zijn, De 


98 
60835 


gg 620,76530 





bewerkingen komen aldus te staan: 
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245 192 B 620,765306 —= 8,5305 
1225 512 
20425 108765 
25 102125 . 
2553 21675 6640306 
7659 6525477 
2175159 [114829 /05 v8,5305 — 2,920 
9 109145 4 
1559 1828 453 
1 49 441 
21829 1205 
582 1164 
58k [41/0 
Elke opstaande ribbe heeft dus eene lengte van 2,920 M. 


Ri vor 


1564, Had ik den M. laken 5°/, duurder gekocht en 10°, 
duurder verkocht, dan zou de winst 35 °/, grooter, 
geweest zijn. Als de werkelijke winst 60 cent per M. is, 
hoeveel is dan de inkoopsprijs per M.? H VERHAGEN. 
(S. pe Gasr, Opl. rek. vraagst., bl. 118, no. 159). 


Oplossing. 


De winst is “verschil van verkoop en inkoop. 

Een verschil wordt met een getal vermenigvuldigd,... enz. 

Worden dus verkoop en inkoop beide 1,05 X zoo groot, dan 
wordt ook de winst 1,05 X zoo groot. Wordt echter de ver- 
koop 1,10 en de inkoop 1,05 X zoo groot, dan wordt de winst 


1,35 X zoo groot. 
Hieruit volgt, dat 0,30 Xde winst = 0,05 X de verkoop, 


of: de winst = : deel van den verkoop, din deel van den 
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inkoop. De winst op 1 Meter is 60 cent, dus is de inkoop 
van 1 Meter 5 X 60 cent == f 3,00. H. ve VRIES. 


1565. ’s Morgens te 6 uur vertrekt een wagen van P naar Q 


met een snelheid van 3, M. per seconde. Na aankomst 


En 


Li 
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te Q houdt deze 5 uur rust en komt naar P terug 


met een snelheid van 4: M. per seconde. Te 10 u. 10 w. 


voormiddag ontmoet de wagen een voetganger, die om 
6 u. 50 voorm. uit P vertrokken was en met een snelheid 


van 5 M. per sec. loopt. Hoe ver is P van Q ver- 
wijderd? (Hoofdacte Breda, 1898.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 


De wagen (W) ontmoet den voetganger (V) te 10 u. 10 
min. V. heeft geloopen van 6 u. 50 min, dus 200 min. Zijne 


snelheid is Ee M. per seconde, die van W terug 1 M. per 


1 

seconde. W legt het overige van den weg af in mre 200 
6 

min == 64 min, is dus te 10 u. 10 min. + 64 min, = Îlu. 


14 min. te P. terug. W heeft E uur rust gehouden, dus 


heeft gereden E u. minder dan (11 u. 14 min. — 6 u. ==) 
B u. 14 min. of 234 min. De snelheden van W. heen en 


terug zijn 8 M. en 4l M. per seconde, de tijden verhouden 


6 
1 
<5 
zich dus als ET of 5:4. 
- ò5 


W heeft met eene snelheid van 8: M. per seconde den weg 


5 
van P naar Q afgelegd in 5 NK 234 min. —= 130 min. = 
7800 sec. 
1 
De weg van P naar Q is lang 7800 X 33 M. = 26000 M, 


_SIJKO. 
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1566, A en B spelen. De sommen, die zij inzetten, zijn 
evenredig met het geld, dat zij bij zich hebben. Te 
zamen hebben zij f 4,80 bij zich. Wint A, dan ver- 
houdt zich zijn geld na het spel tot dat van B als 
23:7. Zoo B wint, dan heeft hij na het spel 5 maal 
zooveel als A. Hoeveel had ieder aanvankelijk ? 
(Hoofdacte Breda, 1898.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 


Als A verliest, heeft hij nog Tet =e van de som van 


het geld van A en B; verliest B, dan heeft deze nog BE 


EE van diezelfde som. Nadat er geld ingezet is, verhouden 


zich de sommen, die A en B nog hebben dus als : En of 
als 5 : 7. Daar de sommen, die ze inzetten, evenredig zijn 
met het geld, dat ze bij zich hebben, staan de sommen, die 


ze aanvankelijk bezitten, dus ook tot elkaar als 5 : 7. 


A had dus eerst De Xx f4,80 = f2 en B 5 x f 4,80 = f 2,80 


À. LENSTRA. 


1567. Op de bissectrix van een rechten / XOY neemt men 
3 punten A, B en C zoodanig, dat AB = BO is. Uit 
A en C laat men loodlijnen AA’ en CC’ op OY neder; 
in B richt men eene loodlijn op OC op, die OX in D 
snijdt. Bewijs, dat het trapezium ACC'A' en de A ACD 
gelijken inhoud hebben. 

(H. B. S. 1898.) 
Oplossing. 


Gestelde: Inh. trap. ACC'A' ==inh. A ACD. 
Bewijs. Trek BB'_\ OY, dan is 


inh. trapezium ACC'A’ == e (AA+ CC!) AC’ = BB’ X A/C, 


BBO 5 OBv2=; BD? 
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AO=Á AC 12 (Men trekke slechts door A een lijn (/ OY) 
1 
zoodat inh. trapezium ACC'A'— (3 BD1’2) (3 AC 2) 


=S AC XBD = inh. A ACD. 


Hommes; DeeLMaN; Brue; v. p. War & VerBoreH; Siko. 
Tweede oplossing. 


Uit de gegevens volgt terstond, dat de A A ODB, OAA' en 
OCC gelijkb. rechth. AA zijn; dus is OB —= DB; AA == 
OA' en CC’ =0C’. We vinden nu gemakkelijk : 


eeu ACO A= 5 (AA! + CC) X AC’ 


=z (OA' 4 00) Xx (O0'— OA’) — (OC — 5 (OA')* 


j 00? —j OAr= 5 (OC + OA) X 4 (OC — OA) 
(AC + 20A) x 5 AC 
=(AB OA) Xx 5 AC 
= OB x 3 AC 


DE ZAC = inh. A ACD 
R. v. W. 
1568. De waarden van x en y te bepalen, die voldoen aan 
en log y — 
2” = 100 en (log z) A 
(Gewone logarithmen.) H. B. S. 1898, 


Oplossing. 
Uit de eerste vergelijking volgt: 


yloge —= log 100 = 2, dus log n= 
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Voor de tweede vergelijking kan men nu schrijven: 
( ) log y 0 
4 


log y log (5) == log 0,2 == log 2 — log 10 


log y (log 2 — log y) =log 2 —1 
log 2 log y — log? y =log 2 —1 
log?y — log 2logy +log2—1l=0 


1 Ì 
waaruit log y= log? tv (7 log? 2 — log 21) 
1 1 
=zlg2 + (5 log 2 ea 
dus log y =log 2 — 1 ==log 0,2 en y = 0,2 


ofslog en 


2 
Boven vonden we loge =—. Na substitutie van de waarde 


Y 
van y krijgen we 
2 
1E of log 2 =i0 =5 
dek ni 
== 10000000000 — 1,584893 
R. v. W. 


1569. Men vraagt getallen te bepalen, die door 11, door 15 
en door 19 gedeeld zijnde, respectievelijk 1, 10 en 5 
tot resten overlaten, H. B. Kals 

Oplossing. 

Stellen we ons voor, dat een van de gevraagde getallen 
met 2 vermenigvuldigd en dit product met 9 vermeerderd is, 
dan zijn de resten bij deeling door 11, door 15 en door 19 
respectievelijk 2x 149, 2x109 en 2x5J9 of 11,29 
en 19 of 0,14 en 0. We kebben dan een getal, dat een 
Il-voud en een 19 voud en dus ook een 11 x 19 = 209-voud 
is; omdat 1! en 19 ond. ond. zijn. Bij deeling door 15 laat 
het tot rest 14. 209 is juist een 15-voud +14, Verminderen 
we 209 dus met 9 en deelen we daarna door 2, dan hebben 
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we één van de gevraagde getallen: (209 - — 9): 2 == 100. 
Verder voldoen alle getallen, die 100 meer zijn dan een gemeen 
veelvoud van 11, 15 en 19, dus die gelijk zijn aan een 

11 X 15 X 19-voud J- 100 == 3135-voud J- 100; dus 

100; 3235, 6370, 9505, enz. 
v. D. WaL en VerBorgH; A LENSTRA. 
Tweede oplossing. 

Il x15=165 == Íl-voud == 15-voud == 19-voud + 13 
Il x19=209 == 1l-voud == 1ö-v. + 14 = 19-voud 
15 X 19 = 285 —=1l-v. + 10 = Î5-voud —= 19-voud 


15 Xx 165 —=2475 = 1l-voud = 15-voud — 19-voud +5 

5 X 209 == 1045 = 1l-voud == 15 v.-10 = 19 voud 
10 x 285 = 2850 == 11-v. + 1 == 15-voud == 19.voud 

6370 = Il v. + 1 = 1ö-v. 10 == 19-v. 5 

6370 is dus een van de gevraagde getallen. Verminderen 
we 6370 zoo dikwijls mogelijk met het K,‚G.V. v. 11, 15 
en 19, dus met 3135, dan krijgen we 't kleinste getal, dat 
aan de voorwaarden voldoet, dit is dus 6370 — 2 X 3135 == 
6370 — 6270100. Verder voldoen alle getallen, die gelijk 
zijn aan een 3135-voud + 100. A. LENSTRA, 

Derde oplossing. 

Een van de gevr. getallen kunnen we voorstellen door 
lie +1, door 15y +10 en door 19z J- 5, 

Dan is: 1lztl=liygt10=i9zt5,en #, y en z 
zijn geheele getallen. 








Ilir H1 == 15y + 10 | Ilir Jz ide 5 
1e —=l5y +9 | Ilir = 192 + 4, 
_15yH9 ng ed 








2y —1 
zy? Sen). | met ZE len. 
2y—-lz=ilp; y= ilp id. RE zei pd 


11lp-1 el | 11r— 
zip en eedt en) 
2g=pt-l; p=. desire SEN 
y=l!g —5. | zz lls +5, 


r==15g—ö. | x= 19s + 9, 
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Uit het voorgaande volgt, dat x een 15-voud — 6 en een 
19-voud 4-9 is, We kunnen dus stellen: 
15q —6—=19s + 9 


159 = 19s + 15 
_ 19s +15 4s 
15t É 
Ao Dn in 
t= 4u 
s=—= 15u. 
19s == 285u 


19s I= =28iu JI 
ile —= 31354 J- 99 
Ile + 1 = 31354 J- 100. 
Het getal moet dus van den vorm 3135w + 100 zijn, waarin 
w==0, 1, 2, 3, 4, enz. kan zijn. 
À. LENSTRA. 


1570. Herleid: v/(15 — 1/6 — 612) — (15 +16 + 612). 
H. B. S. 1898. 


Oplossing. 


De gegeven vorm stelt een negatief getal voor, omdat de 
tweede wortelvorm grooter is dan de eerste. Zijn tweedemacht is 
= (15 — 1-6 — 612) + (15 +v6 H-6v2) 


— 2 [is 646) 15 Ht H0r2) 


3021 | 15264612)? | =30 — 2 (141 — 243) 


—=38) (12 —1/3)=6 218, 
dus gegeven vorm —= —1/(6 42173) = — 12 (3 +-v3). 
ÄLLE INZENDERS. 


1571. Uit een punt A trekt men aan een cirkel O de raak- 
lijnen AF en AG en eene sniĳlijn ABD, die de raak- 
koorde in C snijdt. Bewijs dat: AB.CD =BC, AD. 

J. L. Berron, 
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Oplossing. 
Bewijs. Omdat AF = FG, is A AFG geliĳjkbeenig en deelt 
AO de raakkoorde FG in K middendoor. In A AGC is: 
AG? = CG? + CA? — 20G.CK = AC? JCG (CG — 2CK) 
= AC? + CG (KG — CK) = AC? + CG (KEF — CK) = 


ROL CA FC — AC: I-DC.CB. (1) 
AG? —= AB. AD = AB (DC + CB + AB) = 
AB DC AB.OB. ora. (2) 


Uit (1) en (2) volgt: 
AC? + DCU.CB—=AB? + AB. DC + AB ‚CB. 
Nu is: AC? =(AB BO)? = AB? +2AB.BC+BC?, 


dus DC.CB J- BC? + AB ‚BC = AB. CD = 
= BO(BC + CD + AB) == BC. AD. 
J. L. BeRrron. 


Tweede oplossing. 


Met toepassing van het theorema van SrEwART op A AFG 
heeft men: . 
CGH.AF? J-CF.AG? = FG(AC? + CF. CG). 
Omdat AF — AG is, kan men hiervoor schrijven: 
(CG 4 CE) x AF? = FG (AC? + CF. CG) 
FG x AF? = FG (AC? + CF. CG) 
AF? == AC? + CF .CG. 
Maar op grond van bekende stellingen is 
AF? =AB.AD en CF.CG == BC. CD. 
De vorige gelijkheid gaat nu over in 
AB.AD = AC? + BC.CD 


AB.AC = AB. AC A 
AB.CD =BC.ACHBO.CD 
of AB.CD == BO, AD. 


A. Lenstra; R. v. W. 


Derde oplossing. 


Volgens de eigenschappen van de poollijn is deze laatste 
lijn eene rechte lijn, die door de raakpunten gaat van de 
rechte lijnen, die men uit het gegeven punt aan den gegeven 
cirkel kan trekken. In dit vraagstuk is de lijn FG dus de 

De Vriend der Wiskunde. XIV, 9 
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poollijn van het punt A ten opzichte van cirkel O. Daaruit 
volgt nu dadelijk: 
AB: BC =AD : CD 
of ook AB x CD = BC x AD. 
J. Hommes. 


1572. Op de hypotenusa BC en op de rechthoekszijde BA van 
den rechth. A ABC is buitenwaarts een vierkant ge- 
teekend , de naaste hoekpunten D en E dezer vierkan- 
ten verbonden, en om den A DBE een cirkel gecon- 
strueerd. Als nu de straal van dezen cirkel — # ende 
hypotenusa BC == a bekend zijn, worden de recht- 
hoekszijden AB en AC gevraagd te berekenen, zonder 
trigonometrie. EGer. 


Oplossing. 


Als de fig. geteekend is, 
| laat men uit D een loodlijn 
3 vallen, die het verlengde van 
sg BE in G snijdt. Hierdoor 
ontstaan twee rechth. drieh. 
En. A BDG ZZ ARAB 
waardoor DG == AC en 
SBG —= AB is; en A DGE, 
EE welks rechth.zijde DG = AC 
EN on GE = 2AB is, 

Stellen wij nu AB=BG=BE=z, DG =AC=gy en 
DE = Z, dan is, als # de straal is van den cirkelom A DBE, 
volgens ie bekende seen 

a 2 (DD VVS a EN 
en img? Ben of na substit. van (2) 
2 ie re OL 0D) 
Door de vergel. 2) en (3) in (1) over te brengen verkrijgt men : 
av (a? 4 32°) 
TT rv (a: —z?) 
waarin nu x de eenige onbekende is, 
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Door verheffing dezer vergel. in de tweede macht, is de 
oplossing eenvoudig : 
Ar? (a? — at) =at(a? + 3x?) 
2 (Ba J-4r2) zat (Ar? — at) 


Re 4r° — a? 
Ar? }-3a* 
waardoor uit vergel. (2) volgt: 
EE | 5 nen 2a? 
ele LTO 


Ter toepassing stelle men bijva=5, r = g rv 13, 


4 
En _ 35 
dan is En == 8 
25 ri 
El a Zx | 7 
50 





VEE) 


N.B. In een oud Tijdschr. vond ik dit vraagstuk Trigono- 
metrisch opgelost. Ecer. 


1573. Op de drie zijden van den rechth. A ABC worden 
vierkanten buitenwaarts geconstrueerd en daarna van 
het vierkant BCFD op de hypotenusa het punt D met 
het punt E van het vierkant op AB en evenzoo F met 
het punt H van het vierkant op AC verbonden. Wan- 
neer gegeven is de straal van den cirkel om A DBE 


ie 1 3)en die van den cirkel om A FCH (r, 13), 


3 
vraagt men daaruit de zijden van den rechth. A ABC 
te berekenen. EGER. 

Oplossing. 


Verlengen wij de zijde BE binnen het vierkant op de hypot. 
en laten wij DG daarop loodrecht neder, dan is A DBG2 A ABC, 
Handelen wij op dezelfde wijze door FK L neder te laten op 
het verlengde van HC, dan is ook A FKC2 A ABC, 
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Stellen wij AB =BE=BG =EFK =r 
ACT GHS CK De 
BOSBO CH 





DE =p, FH==g dan is 
NE Ie 
 S Zay erf (1) dn 2ay Ze (2) 


pri Hy (3), =H? (4) om tet H4*(5) 

Nu hebben wij vijf vergel. met vijf onbekenden, waarvan 
x,y en z moeten berekend worden, 

Door (3) en (5) over te brengen in (1) is 

2 2 2 2 
al EEE DLT (6) 
- 

en door (4) en (5) over te brengen in (2) is 


Vv (a? + 44°) Xx y(x? 2) 
EEn Ze (2 Fy @) 


Wil men in deze vergel. 
de beide onbekenden oplossen, 
dan komt men tot eene vergel. 
waarin een der onbekenden 
tot in de achtste macht 
opklimt. Als eenvoudiger 
bewerking komt mij voor, 
deze vergelijkingen na kwa- 
drateering in elkander te 
EN deelen, waardoor de waarde 





7) 


van — geworden wordt; aldus: 


4 
bragt =(dt 7) (et H9) 
dari = (et 8492) (1? + 49°) 
riyt 4? Jy? 
rar Fy 
waaruit rèotyt J4r2yt =Arj at J r2e2y? 
Art gt — (r? — rr?) v2y? = 4r?yt 
Bie ord nd er? 
FOTA Xn 
dh an eh berte ese. 
me a 





en 


of 


[5 


dus 


@ 
Dee) 
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Het — teeken is hier vóór het yv teeken weggelaten, omdat 
het tweede lid der verg. positief moet zijn en r {7,, is. 
Daar het tweede lid der vergel. geheel uit bekende groot- 


heden bestaat, stellen wij dit voor door m?, waardoor < — m 
} 


Nemen wij nu vergel. (7) en schrijven wij die onder den 
volgenden vorm: 


ri ke 
Ee) () 
ha (7 ni 7 T Ed den ed a 





Bh 2x 2x 
2 2 4 (m? Ze 
of dien (m2 F 4)(m* + 1) X 0 xr? _ (mt +4)(n t Sl 
4 2. 4Am* 
Amir? 
ne 
an is 7 Oz + Dn? FD 
Door de gegeven waarden voor r en #;, vindt men 
2 
En ijk ee en daardoor #? —= 36 
y 16 
waardoor gemakkelijk gevonden wordt: #=6, y =8, 2 = 10. 
EGER. 


1574. Als men in een A ABC op de hoogtelijn AD een punt 
P aanneemt, uit B en C door P de rechten BPE en 
CPF trekt en D met E en F' vereenigt, bewijs dan, 
AAE DE SZ CDE is, (%) 


Oplossing. 


Zij DT = CD en 
Ds 

dan is BP = JP en 

L ABJ =/ AJB, 
PBD BRID 
„FBP =/ MJP. 
NogisIP = CP en 
ASIPDI=S MGRD 
ANRPD == AMEBD 


RE 


‚FPB =/ JPM, dus 
FP —PM, dus FD — DM, dus £ MFD = £ FMD. 


dus 
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180215 SDS 
LSERD SS PAMBED 
/L FPA — Z_ APM, dus Z FKP = 4 MKP — 90°, dus 
FM//BJ, dus / JDM =/ DMF == 4 MFD =/ BDF, dus 
L BDF —=/ CDE; daar DE samenvalt met DM is 
ZL PMD=PFD en / PLD = £ PED. 
J. GRAVER. 


Tweede oplossing. 


In A ABC is AD JI BC, P willekeurig punt van AD; BE 
en CF gaan door P. 
Nu is / BDF —=/ CDE. Bewijs. 
Als / BDF —= / CDE is A GDF A HDE en 
FG: GDS EH: DHS GEE (1) 
Stel CD —a, BD —=b, DPS=p en AD 
GF:p=CG:CD en GF:h=BG:BD 
GF :p=(GD Ja):a en GE: h=(b—GD):b 
a.GF=p.GD Jap Ib en b.GF=ö,—h.GD, 
ab.GE —=bp.GD + abp en ab. GE = abh — ah. GD 





dus abp — abh + (bp Jah) GD = 0 
hp 
= Ab eee eeen 2 
GD = ab En (2) 
4 GES GD 0 hon ren 
„GE =p. OD Tel p 
ae ad b 
Te RL REE) 
En hp 
Evenzoo DH zab. TT (4) 
ad 5 
=p eed 
en EH ETR (5) 
(3), (2), (4), (5) gesubstitueerd in (Ll) geeft 
de rad hae atb hp 


PN neen ip 0 
hierin is het product der uiterste termen — aan dat der mid- 
delste, dus is de evenredigheid (1) waar en daarmee 

AGDFe A DNE en 4 BDF = 4 CDE. 


J. Hommes. 


a 


Derde oplossing. 


Daar AD, BE en CF elkaar in één punt snijden, heeft men 
volgens de bekende eigenschap van Ceva (zie: De Vriend 
der Wiskunde I, bl. 68) 

| AF _ BD, CE _ 
BF “OD “AE — 

Trekt men op BC de loodlijnen FG en EH, dan volgt uit 

de gelijkvormigheid van rechth. AA: 
Abe DG CE CH 

F Ba “AE” DH’ 

Zoodat we voor bovenstaande formule kunnen schrijven: 
Ee BD _ CH 





op “pa } 
$ En BG x CD 
waaruit volgt: DH = BD x CH (1) 
Verder is FG: AD=—=BG: BD 
en EH: AD —=CH:CD 
en BOE ED BG x CD 
Be SCH ° CD” BD xCH (2) 
; DG EG 
Uit (1) en (2) volgt: DE FE 


Het blijkt nu, dat de rechth. AA FGD en EHD de recht- 
hoekszijden evenredig hebben, ze zijn dus «2 . 

Bijgevolg is 4 BDF —/ CDE, q. e. d. 

Opm. Bovenstaand bewijs geldt zoowel voor een stomp- 
hoekigen als voor een scherphoekigen A. R. v. W. 


1575. Op eene gegeven lijn als basis een rechthoekigen A be- 
schrijven, zoodanig, dat het vierkant der schuine zijde 
gelijk is aan driemaal het vierkant der opstaande 
rechthoekszijde. (Veeartsenijsch. 1893). 


Oplossing. 
Van een rechthoekigen A NMQ met de rechthoekzijden MN =p 


en MQ —=r en de schuine zijde QN —=g, is gegeven p —= MN en 
ge =3r?, dus prva. ij zetten nu p als koorde af in 


een cirkel, (projectie van p << 5 5) AC =p. We verdeelen de 
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projectie vanp —= AD in tweeën (AE == ED) en zetten op de 
middellijn AOB van D naar B een stuk DF == AE = ED af, 
De loodlijnen in E en F op AB opgericht, snijden den omtrek 
in Hen G., Nu is AC? == AD.AB =p?; 


AE? = AR XAB = 5 AD X AB zie, dus pp? Stan 


AG = SAD RAS Sp == 3r? = q?, zoodat nu de 3 zijden 


van den A MNQ bekend zijn. Beschrijven we nu uit M en N 

(de eindpunten van p) eirkelboogjes resp. met # en q tot straal, 

die elkaar in Q snijders, dan is A MNQ de gevraagde A. 
SIJKO. 


Tweede oplossing. 


Analyse. Zij AB de gegeven basis en A ABO de gevraagde 
rechthoekige A , zoodat BC? =3AC?, dan is volgens het 
theorema van Pythagoras: AB? = BCO? — AC? =2 AC?; 


AB =AC1\v?2, of AC =z AB? 


Dit geeft de volgende constructie : 

Construeer een vierkant ABDE op de gegevene zijde AB. 
Trek daarin de diagonalen AD en BE en beschrijf cen cirkelboog 
met A als middelpunt, gaande door het snijpunt F' der diagonalen, 
Deze boog zal AE ergens snijden in C Trek nu CB, dan 
voldoet A ABC aan de vraag. 

Bewijs. Dit volgt onmiddellijk uit de constructie. 

Bespreking. De constructie is altijd mogelijk en levert 
4L AA, doeh in verschillende standen, In zulk een eo 
spreekt men slechts van één A. 

NB. Het werkstuk laat geene andere lezing toe, dan AB 

als rechthoekszijde te nemen. DreLmaN; H, pe Vries. 


1576. Hoe vindt men in het been BC van den gegeven / ABC 
een punt P, zoodat, indien men uit P de lijn PQ trekt 
die met BC een hoek maakt gelijk aan een gegeven 
ZL. K, en het been AB in Q snijdt, de som der lijnen 
PQ en BQ gelijk zij aan eene gegevene lijn mm ? 

(Veeartsenijschool, 1893). 
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Oplossing. 
Gegeven. Z ABC en Z Ken desom PQ + BQ = m, terwijl 
P op BC en Q op AB ligt. 
Gevraagd. De rechte PQ te bepalen, zóódat £ BBO K 18. 
Analyse. Stellen we, dat het werkstuk reeds is opgelost ; 
nemen we QR == QP, dan is ten 1°. BR == m en ten 20. als 
men R met P verbindt: 


1 
LL QRP =/ QPR— E /_ BQP = (180° — ABC — K) 


Hieruit heeft men de volgende Constructie. Maak BR = m; 
maak / ART == / ABC; maak / TRS = 4 K; trek de bissec- 
trix RP van /_ BRS en trek PQ//SR, dan voldoet PQ aan 
de vraag. 

Bewijs. / QRS = 180° — L ABC — ZK, dus is 


L QRP =/ SRP =; (180° — ABC — K) 
en daar PQ//SR is, is ook 
L QPR = / SRP = 3 (180° — ABC — K). 


Als buitenhoek van A PQR is dus 

LL BQP =/ QRP + / QPR = (180° —/ ABC —/Z K), 

waaruit volgt: / BPQ =/ K. Voorts volgt uit: 
IRORB RO PRRdah OE QR, 
dus : BQ 4 QP =BQ + QR = m. 

Bespreking. Verstaat men onder £ K den hoek BPQ, 
zooals hier is genomen, dan is de eonstructie mogelijk , 
zoolang / ABC 4 / K { 1809, terwijl zij onmogelijk is voor: 

(RABOR AK — 1802. 

Verstaat men onder / K den hoek QPC, dan is de con- 
structie alleen mogelijk, als / K )/ ABC. 

In elk der 2 gevallen voldoet slechts ééne lijn aan de vraag. 

R v. W.; Lenstra; Graver; DERLMAN; BRUG; 
A. G. p. B.; H. pe Vries. 
Tweede oplossing. 


Zij P het gevraagde punt in het been BC van L ABC 
en / BPQ = den gegeven Z K. Dan is PQ + BQ =de ge- 
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geven lijn m. Trekken we P,Q, //PQ, dan is A BP,Q‚m ABPQ 
en we hebben dan: 
PQ, : Q,Q- == PQ OBN 
(P,Q, +Q,B) : (PQ+QB) =P, Q, : PQ. 

Hieruit volgt de Constructie. Neem op BC een willekeurig 
punt P,, trek eene lijn uit P, die met BC een / BPQ = ZK 
maakt en AB in Q,‚ snijdt, dan zal A BP,Q, @ zijn met den 
te vinden A BPQ. Is toch A BPQ gevonden, dan weet men 
de plaats van het punt P in BC. Nu zijn van A BP, Q, de 
zijden bekend, van A BPQ alleen de som van 2 zijden. Boven 
hebben we al gezien, dat we zullen hebben: 

P‚Q, +Q,B):(PQ + QB) =P,Q, : PQ. 

Van deze evenredigheid is de 2e term —= m, de le en 3e term 
zijn ook bekend. PQ is dus de 4e evenredige tot P,Q,‚ + Q,B, 
m en P,Q,, zoodat de lengte van PQ te vinden is. Nemen 
we nu op P,Q,‚ een stuk P D= PQ en trekken we door 
D eene liĳn DQ//BC. Snijdt nu deze aan BC evenwijdige 
lijn AB in Q, dan zal de lijn QP//aan Q,P, getrokken, de 
liĳn zijn, die met BC een / = den gegeven / K maakt, 
terwijl verder PQ + BQ == m zal zijn. P is dus het gevraagde 
punt. 

E. Sreeers; Sijko; J. Hommes; v. D. War en VERBORGH. 


Als men ook het verlengde van het been BC neemt, dan 
voldoen er altijd 2 punten P aande vraag. Is/ K ) 4 ABO, 
dan liggen beide punten op het been BC zelf. Is echter 
LK<{4Z ABC, dan ligt het eene punt op het verlengde van 





BC en het andere op BC zelf, J. Hommes. 
Ee Ld 1 
An UN en 
1577. Oplossen: 27x , ar TE +5. 
(Veeartsenijsch, 1893). 
Oplossing. 
Re 232 
nne 


ENEN MSN EO 
E25 
sle — Sf 
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(81e° Ene Ed 18) — GE jet dl 





29 2 
(9e RE) _(T +4) ee 
1 29 1 29 
Woei) (GH) If (oei) (T+) 
30 28 
(tet) =O 
dus ge HL H4=0 en Odi 0 
Gat H4x +30 —0 Pnt Ar — 28 =0 
4 30 4 28 
2 ns a DEE ELS 
x +5 + Ps x 5? zg =0 
2 1 2 16 
En Es / — EEn 
x ö ov 266 r KT 
1 
2= Gj 266) ee 
3 
De EN 266 == Ie 
Di 40) ES 


Lensrra; Sieaens; R v. Ws; v. D. Wan & VERBORGH. 


Tweede oplossing. 


In plaats van de gegeven vergelijking kan men schrijven: 
Sat J 2x? — 232 — 840 =0 
of (r— 2) Blz? J 1622? + 326r J 420) = 0 
waaruit volgt : 
s—2=0 en #=2. 
en Sla? 4 16242 J 3264 J 420 =0. 
Deze laatste vergelijking kan weer ontbonden worden in: 
(Mr + 14) (Mx? J 4 H 30.) = 
waardoor we dus krijgen: 


5 
a 14=—=0, waaruit 2:= — ir 


en Mt L4rd30=0, 4 rp 2 266). 
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De wortels der gegeven vergellijking zijn dus: 


Td eo 
1 3 9 

5 1 
dn ej 


Dat er twee wortels onbestaanbaar moesten zijn bleek reeds 
daaruit, dat de term z? ontbrak tusschen twee termen met 
hetzelfde (hier positieve) tceken. J. Hommes. 


1578. Drie personen kunnen zeker werk in Es week ver- 


richten; als zij het elk afzonderlijk maken, klimmen 
de tijden van A tot C in eene rekenkundige reeks op, 
welker som 18 is. In hoeveel tijd kan ieder het werk 
alleen doen ? (Veeartsenijsch. 1893). 


Oplossing. 


At : 
Samen kunnen ze het werk in 15 week verrichten en dus 


in 1 week — Ee ged. van het werk afmaken. 
De Tr 
13 


Maken ze het werk afzonderlijk, dan klimmen de tijden van 
van A, B en C in eene rekenk. reeks op, waarvan de som 
18 is. Die reeks bestaat uit 3 termen en dus is de som van 
den Isten en 3en term — 2-maal den 2en term De 2e term 
moet dus 6 zijn, zoodat B het werk in 6 weken kan afmaken 


1 
en dus in 1 wcek ë van het werk doet. A. en C samen doen 


1: ĳ 3 

dus in 1 week En gg vee het werk. 
Heeft nu A alleen 6 —& weken voor het werk noodig, dan 
heeft C alleen daarvoor 6 + xr weken noodig, en dan moet 
1 12 0 
: J of — ze 
6 —r 6-2 86 — xv? ö 
2 12 9 en E3r2= 12 
Uit En: volgt 108 — 3x? == 96, waaruit 3z° == 12, 


x—=d en rt == 


zijn. 








17 


Bijgevolg 6 —rx=—=4 en 64-4v=8. 

A alleen kan het werk derhalve voltooien in 4 weken, 
C alleen in 8 weken. B, hebben we gevonden, kan het alleen 
in 6 weken. 


Uit 2? —=4, leiden we nog af: T=— 2, 
Maar dan zouden we voor A, B en C tijden vinden, die 
eene afdalende reeks vormen. Dus #—= — 2 voldoet niet. 


v. D. War & VeERBORGH. 


1579. Een kapitaal bedraagt met den interest op interest in 
twee jaren f 8820 en in vier jaren f 9724,05. Hoeveel 
was het in 3 jaren? Hoe groot was het kapitaal en 
hoe groot is het percent? (Veeartsenijsch. 1893). 


Oplossing. 


Zij het kapitaal = K, het percent p, dan is het kapitaal 
na 2 jaren geworden 


(14) XE s jaren (14E) 

ED XK en na 4 jaren J- LE) XK. 
Da : 

Dus is (1 + el Xx K=f 9724,05 
p IE 

en (1 + 5 x K == f 8820 

Dus (1 EE do) =f 9724,05 : f_ 8820 — 1,1025 

nie en za =v/1,1025 = 1,05, 

p 


dus Een 0,05 en p= 5. 
ie (14E) XK of 1,1025 K— f 882 
Nu is ( ze de) XK of 1,102 ei 0, 
dus K = f 8000. 


Na 3 jaren is het kapitaal geworden 1,05 x f 8820 — f 9261. 
v. D. War & VERBORGH. 


1580. Bereken met behulp van een logarithmentafel : 
50+ 81250 
P17 (Veearts. Sch: 1893) 


18 
Oplossing. 
De gevraagde waarde — x stellende, heeft men 
TOR ; log (50 + 817250) — zlog 17 {. 
log (50 4 8 7/250) = 2,2467228 


log 8 1250 =5 log 16000 { 
5 log 17 ==0,2460898 


= 2,10206 
8250 —= 126,49 11 2,0006330 
50 +81 250 = 176,4911 hit log z = 0,2500791 
Ee 
R. v. W. 


Aanteekening. Van dit ex. vrgst. zagen we eene andere 
redactie, waarin P/250 staat, in plaats van1”250. De opgave 
wordt dan : 

50 +8 8250 


4 P17 





en men heeft: 


log « =3 | log (50 +8 9 250— zlog 17 


log 8 9250 = log #”128000 log (50 +8 9/50) =2,0017200 


= log 12800) : log 17 == 0,2460898 
== 1,7024033 s _1,7556302 
8 9/50 — 50,39683 log @ = 0,2194537 
50 + 89/50 — 100,39683 » == 1,6575 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


403. Los ,y, 2 en w op uit: 














® 2a — U ye bd 

PE TE za Td 
z 2e — U 

Eh ame ene . - = 2, 2 

zy ear Ot rd 


Jalis 
(Barpey, Quadr. Gleich., blz. 94, 57.) 
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ydez a—2u 
1 gt: ed 8 
Uit (1) volgt RE 


„Beide leden met 1 vermeerderd geeft: 


en 3(a — 4) 





























2a — U 
x Za — u 
of A) te Re Pee (5) 
ê y _ bu 
Zoo ook uit (2) en (3) Be ne (6) 
z _ 2e — u 
rtytae  3(e—u) (1) 
opt. 
Za — u 26 — u fr) 
1 == ada +: 
3(a —u) GEN 3(e—U) 
u u 
de te 
u 
Ge B den 


Na verdere herleiding bekomt men : 
(ad b + cu? —2 (ab Hac + be)u +3 abe =O 

waaruit 

N= ab + ae Hbe dery(a?b?Hate? Hbte?—atbe—abte—abe* 

a+bd-e 

Uit (5), (6 en (7) leidt men af de evenredigheid : 
2a—u 2u 2e — U 

a—u bu eu 


Be bn) (ie) 
BEES yr + si) Ge 
ME ae)! 
Gegeven is z? 4 y? +2? = m?; derhalve is 


MEC)" EE) 


a— Uu a—U 














y= 


























Substitueert men hierin de gevonden waarden van w, dan is 
x? in a, b, ce en m uitgedrukt, zoodat ook z is te vinden, 
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Op dezelfde wijze berekent men y en z. 
Wegens de uitgebreidheid der antwoorden, zijn deze hier 
weggelaten. BE vzm 


Tweede Oplossing. 


De gegeven vergelijkingen schrijven we als volgt: 
(1) (a — 2u) 2 + (w — 2a)y + (w — 2a)z =O 


of (a — 2u) 5 Fw — 24) SH (w— 20) =0 
(2) (w— We J(b— 2u) y H (w — 2e =O 
of (uE F (b— 2) (u — 2D) =O 
(3) (u — 2e) H (u — 2e) y H(e — 2w)e =0 
of (u — 2) zt 20E HF (e— 2u) —0. 


Beschouwen we nu w als bekend en dus behoorende tot de 
coëfficiënten, dan kunnen we en oplossen uit (lt) en (2). 


De daarvoor gevonden waarden moeten dan aan (3) voldoen, 
waardoor we eene vergelijking in w krijgen, die opgelost kan 
worden, 


(1) (a—2u)(u— 2) (u 2b)(u — 20) (u —2a) (125) = 0. 


(2) (a—2u)(u— 2) Ha 24)(b— 2u), J(a—2u) (u —2b) = 0. 





afgetr. 





2 3u? + 2ab) = — 3u? + 3au J 6bu — Gab 


y_ u? —au — 2but-2ab 
OR 2 ut — af. 
Evenzoo vinden we door verwisseling van a en ó. 
x__ u? — Zau — bu J- Zab. 

6) zn ut — ab. 
We mogen dus nu stellen : 

(7) e==t(u? — 2au — bu + Zab) 

(8) y=t(ut —au— 2buJ- 2ab) 

(9) 2 t(u* — ab). 
Substitueeren we (5) en (6) in (3), dan vinden we: 





EEEN te 
ME 


B st 

(u—2e)(u? —2au— bud 2ab) (u —2e)(u?—au—2but-2ab) 

te nt 
waaruit na herleiding wordt gevonden : 


ut(a Hb He) — u (2ab J- Zac H 2be) J 3abe = 0. 
B |abtaetbet | catac00)? - Sabc(a +b +0 | | 
waarmee dus w is opgelost. 
Substitueeren we thans (7), (8) en (9) in de gegeven ver- 
gelijking (4) dan vinden we: 
(u? —2au—bud2ab)2 Jt (u? —au— Wu H2ab) Ht (u* —ab)=mt 
‚of (2 (3u*— Gaus —6bu? bau? 5b-u2Hl4abu? —12a*bu—l2ab-updatb)=m? 
| Waaruit we dus nu vinden: 


| Ea dus: u 


1 

(But — Gau?--6bu? H5atuH5brurt14abu?--12a2bu--12 btu datbe) 
Daar u twee waarden heeft, vinden we hier voor {4 waarden 

| en dus ook voor rz, y en z 4 waarden. We krijgen namelijk : 

e= ti m(u? — 2au — bu J- 2ab) X 


tz=tktmyv 


1 
5 EE TOELITETTeESTTES TAT ES VET) 
‘y= dem (u? — au — 2u + ab) X 
, 1 
ES TT TEST TPE) 
zz dE m (u? — ab) X 





1 
Ee 3 Dn — 6bu3 Hbatud5bru?J14abu*—l2atbu— 12ab2u-9a?b*). 
Daar w in 4, b en c is uitgedrukt, zijn ook w, y en 2 hier- 
mede in de bekende termen uitgedrukt. J. Hommes. 


404. Op de zijden van een willekeurigen A beschrijft men 

buitenwaarts gelijkzijdige AA en om deze regelmatige 
AA cirkels. 

a) Men vraagt te bewijzen, dat het snijpunt dezer 
3 cirkels de eigenschap bezit, dat de som der afstanden 
van dit punt tot de hoekpunten een minimum is, m, a. w. 
dat de som der afstanden van eenig ander punt binnen 
den A tot de drie hoekpunten altijd grooter is, J.L. B. 

b) Tevens vraagt men binnen den driehoek een punt, 

De Vriend der Wiskunde XIN. 6 
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te vinden, zóódanig, dat de som der afstanden van dit 
punt tot de hoekpunten een maximum is. J. L. B. 


Oplossing. 


Zij A ABC de gegeven A, op welks zijden buitenwaarts de 
geliĳkz. AA ABF, BCD en CAE zijn beschreven. Trekken 
wij AD en CF. De nu verkregen AA ABD en FBC hebben : 

AB = FB 
BDsB0r 
en ZL ABD =Z FBC =/ B 60°; 
zij zijn dus congruent; derhalve is AD = FC, / ADB — FCB, 
AAB ADIB EG. 


Zij P het snijpunt van 
AD en CF. Nu is BP de 
N basis der AA BPC en 
B BPD, die gelijke tophoe- 
SR ken hebben; zoo ook is 
BP de basis der A A BPA 
en BPF met gelijke top- 
hoeken. Daaruit volgt, dat 
ej BPCD en BPAF koorden- 
vierhoeken zijn. 

Et RER Le Maar dan is ook: 
/ GPD =/ CBD en 4 DPB —= 4 DCB = 60°, 
alsmede / APF =/ ABF en / BPF — / BAF —= 60°, 

We hebben reeds 4 hoeken van 60° bij ’tpunt P aange- 
wezen; er rest nog voor Z APC 120°, en daar / AEC = 60°, 
zijn 2 overst. 44 van vierhoek AECP elkaars supplement en 
is deze een koordenvierhoek. 

Maar dan isook / APE =/ ACEen/ CPE = / CAE== 60°, 
De overstaande hoeken FPD en APC zijn alzoo gelijk, de 
eerste wordt door PB, de laatste door PE middendoor gedeeld : 
deze deellijnen liggen dus in elkaars verlengde, of, wat het- 
zelfde is, BE is een rechte, gaande door P. 

Wij zien dus, dat de rechten AD, BE en CF door één punt 
gaan, Dat punt is tevens een gemeenschappelijk punt der 
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cirkels, bezchreven om de gelijkzijdige A-A , buitenwaarts 
beschreven op de zijden van A ABC. 
Merken wij nu nog even op, dat 
AB = AF, AE —=AC, / BAE =/ FAC (=/ A + 609), 
dan zien we, dat de AABAE en FAC econgruent zijn. 
Uit deze congruentie volgt: BE =CEF. 
En uit die der AA ABD en FBC volgt: 
AD—=CF, dus AD —=BE = CF. 
Nu is volgens de stelling van Ptolomaeus : 
PF X AB = PA X BF + PB X AF 
en daar AB = BF —= AF, is ook 
PF = PA + PB. 
Voeg daarbij PC = PC 
en we vinden PA + PB + PC = CF, dus de som der afstanden 
van P tot de hoekpunten des driehoeks ABC is ge'iĳk aan een 
der gelijke lijnen, die een hoekp. van dezen A vereenigen met 
den top des tegenoverliggenden geliĳkzijdigen driehoeks. 
Denken we ons eenig punt Q binnen A ABC, niet liggende 
op den cirkel om vierhoek AFBP. Nu is: 


QF XAB {QA x BF + QB XAF 


en QF {QA +QB, 

dus ook QF + QC {QA + QB + QC, 
en wijl CF {CQ + QF, 

is ook CF {QA +QB + QC, 


dus de som der afstanden van P tot de hoekpunten van A ABC 
{de som der afstanden van Q tot die hoekpunten. 

Lag Q wel op den cirkel om APBF, dan lag het niet op 
den cirkel om APCE of om BPCD; want deze 3 cirkels 
hebben slechts ’tpunt P gemeen. De redeneering gaat dus 
onveranderd door, zoo men slechts van een dier cirkels gebruik 
maakt. En zelfs kan men in dit geval nog wel van cirkel 
APBF gebruik blijven maken, aldus: 

QF = QA + QB 
QE =QC 
QF 4- QC = QA + QB + QC, 
maar CF {QF + QC, 
dus PA + PB + PC { QA + QB + QC. 
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Zoo we nu Q zoo willen plaatsen, dat ’t binnen den A ABC 
blijft en de som zijner afstanden tot A, B en C een maximum 
wordt, dan moet het zich bewegen naar het hoekpunt van den 
kleinsten / van den A ABC. Dat hoekpunt is zijn limietligging. 

Immers, zij B het hoekpunt van den kleinsten hoek , dan 
is steeds BC + BF) OC + OF, zoolang Q binnen den A ABC 
blijft. En BF + BC == BA + BO, d i. de som der grootste 
twee zijden des driehoeks ABC. 

Opmerking : De cirkels om de gelijkz. A A heeten de cirkels 
van Zorricelli. (Zie den ?2den druk van v. Breen, Merkw. 
punten en lijnen in den vlakken driehoek). | 

H. VERHAGEN. — 


405. Men vraagt te vereenvoudigen : 


ilk Att 
Vl -t LN er )| 
—l 3 Jt 3 (EE: 4 N 
© A, LE x Ve BEF 
Oplossing. 
Sn eN PAS 0 
Á 6 \3 
Ve eld ) == 
TRE: Ted dst 
3 4 6 ED 4) 18 
—_t V@ =(—=lj.e.r =(—l).e 
2 AA: et ech Wee OE 
MS, DA 6 2 18 DJ 13 
pe Vr Nn (5 ) =(—l) 
gn “EEM Deals R is BE 
er B 5 Á Ee) 3 D 12 
ZEE RAON EEEN =(—-1).z (—1) …e 
Eed. 
2 
(lj 


1 


h nn 1 
) 
‚ £ 


=(iri) ij =D 


Ï 
4 


zulen kele) enn En 


== dE % 
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—_1l 3-4 3 —2 4 
(z ve) XV (r Beken 
(ml 4E (2 EH 
== 5 de Xx (% © j 
ED Er NT 1 
32 4 \3 
RN LEE nt en 41 
3 12 12 
Eend a 
ê de 
RE è Te tò 8 i 
Breuk =D 5 =(—l).r Lt == Ea 
12 
7 
8 3 48 11 
406. Los z op uit: A a =0. Pt? 


Î 


Oplossing. 


In plaats van de gegeven vergelijking kan men schrijven : 
ne la — ga? — 1) =0. 
Hieraan wordt voldaan, als men neemt: 


Len a? —0. In de onderstelling , dat a een positief ge- 


tal is, krijgt men: 

de 
aon 
Voor a (1, is loga { O en #= j-@0. 

Voor a= 1, is geen waarde van x aan te geven. 
Voor a > 1, is log a ) O en © =— 00. 


2rloga=log0 == —o; dus 1 = 


—_1=0, dus at zit. 
Zij at z=itr2, zoo vindt men 


_ log(l 41/2) 
2xloga=log(l +12) en © = AEON 
kati? ‚ dan is voor wv geen waarde te vinden. 
Immers, men zou evenals boven krijgen zoe KEN 
2 log a 
en deze waarde is onbestaanbaar. R. v. W. 
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407. Oplossen: 22? Hi (2? + 3r—8)43r=64. PiP 
Oplossing. 


22 Hv (222 JS — 8) J- 3 == 64 
(222 4 3 — 8) J-1(2x2 JI — 8) — 56 = 0 


at Fiat VLS) Een 


2 
v(2rJ3r—-8)=d7 en v(2r? +8) =—8 
202 +30 —8 =49 2x Jr 8 =64 
2x1 HBr — 07 =0 22 J 3e — 120 
dje DE ei afge 60 
Vere 
eenn rit vG +4) 
Zn s 
Ze Et 5 tn 
js i + i v465 == 705 
1 3 
Di ne an) v=z lt v65) 
a = 8 — 1465) OA zi 1 — 1/65). 


H.pre Veres; Srtaers 5 Sijko; LENSTRA ; HOMMES; GRAVER 5 
v. D. War & VeRBORGH. 


408. Verdeel het getal zes zoo in twee factoren, dat de som 
hunner 3e machten 35 is. (Zes antwoorden.) PiP 
Oplossing. 
Zijn « en y die beide factoren, dan heeft men: 
Ty br (L) EN Er U 
Uit (1) volgt: ps. Na substitutie dezer waarden in (2) is 


os —35z + 216 =0 


of (wv — 2 (re — 3) (a? +2 4) (a? + wr JI) =O. 
Mens vindbeni 20de) 


TL A2 J-4=0, waaruit £= —1l EI —3 
d Bunk 
arr z=0, waaruit == — tg ö. 


In verband met (1) vindt men de volgende stellen : 
DN pf 
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2, p=3eny=?. n 
1 
3, r=—ltrv—8 en y= lll — 3). 


1 
4 pl —3 en y=-ljll- 8) 
52, rella td 
Oa pelt 18) en gli 


(Alle inzenders.) 


409. Een gulden is 1,55 m.M. dik en 1 D.G. zwaar. Bereken 


de middellijn, als S. G. zilver 10,5, S. G. koper 8,8. 
22 
Gehalte 0,945 en 7 = 7 Pi? 
Oplossing. 


Een gulden bestaat uit 9,45 G. zilver en 0,55 G. koper. 
Nu weegt 1 cM° zilver 10,5 G. en 1 cM? koper 8,8 G. 

Een gulden is dus samengesteld uit (9,45 G.: 10,5 G) X 1 eM* 
— 0,9 eM3 zilver en (0,55 G,: 8,8 G.) X 1 eM? —= 0,0625 eM? 
zilver. Zijn inhoud bedraagt dus 0,9 H 0,0625 == 0,9625 cM*. 
De dikte is 0,155 eM.,‚ zoodat grond- en bovenvlak elk 


0,9625 : 0,155 —= 6 eM? groot zijn. 


rd - Rnd ED 28 
2 _—= 3 2 
Het vierkant op de middellijn is mX 655 MES Tat cM?. 


2 


De middellijn is Li 


zE 1,9032 — 2,81 eM. 


(Alle inzenders.) 





GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1561 —1560 en 403—409 zijn ingezonden door : 


A. G. d. B., 1567, 69, 70, 75, 76, 78—80; 406. 

C. Brug, 1562—64, 66—70, 72, 75, 76, 79, 80. 

W. H. Deelman, 1562, 64—70, 75, 76, 78-80; 405—409. 
J. Graver, 1561—70, 74—76, 78—80; 4056 —419. 

J. Hommes, 1561—80; 403, 405 —409. 

A. Lenstra, 1561—80; 494—409. 

Sijko, 1562, 64—71, 75, 76, 78, 79; 406—409. 
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E. Siegers, 1562—70, 75—80 ; 405 —409. 

H. de Vries, 1561—71, 75, 76, 78—80; 46—408. 25 
R. v. W., 1561—80; 403, 405 —499. | oe 
V.d. Wal & Verborgh, 1561, 62, 64—73, 75—80 ; 406—409. 

H. B. Bone, 406—408. ’ 

F. Mansfeld Beck, 406 — 409. 

J. C. Moerdijk, 408, 409. 5 


OPGAVEN, 
waarvan de oplossingen vóór den 15°" Juni 1899 franco 
bij den Redacteur A.J. vaN BRrEEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


1601, A zet een kapitaal uit à 5°/, 's jaars, neemt aan ’t eind 
van ieder jaar f 1000 van den intrest af en voegt het 
overige bij het kapitaal. Als het oorspronkelijke kapi- 
taal na 4 jaar f 44310,125 bedraagt, vraagt men naar 
de grootte van dat kapitaal. 

(Hoofdacte Zwolle 1898.) H. VERHAGEN. 

1602, Gegeven: A:B:C=a:b:e. 


Bewijzen: i (ae) =: G-5). 


Welke omgekeerden heeft deze eigenschap ? 

Bewijs er een van. 

(Hoofdacte Zwolle 1898.) H. VERHAGEN. 
1603. Iemand koopt eene partij aardappelen. Hiervan ver- 


koopt hij zo deel en 3 HL. met 16°/, en de rest met 
80°, winst. Verkocht hij Ze deel der partij met 40 °/, 


winst en de rest met 5°/, verlies, dan had hij je aid 


meer gewonnen dan eerst. Hoeveel HL. aardappelen 
kocht hij? (Hoofdacte Zwolle 1898. H. Vervagen. 
1604, Bewijs, dat het gedurig product van drie op elkaar 
volgende geheele getallen, grooter dan O, piet eene 
volkomen derdemacht kan zijn. H. VERHAGEN. 
(WisserinK, de Verz, $ 32, no. 1, gewijzigd.) 
1605. In de klok eener luchtpomp is een gas van 760 mM. 





1606. 


1607. 


1608. 


1609. 
1610. 
1611. 
1612. 
1613. 
1614. 


1615. 


1616. 
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spanning. Na 12 slagen is de spanning nog 50 mM. 


Bepaal op 1 eM? den inhoud der pompbuis (tusschen 
den bodem en het ondervlak van den zuiger in zijn 
hoogsten stand). als die van de klok en verbindings- 
buis 5 L. bedraagt. H. VerHAGEN, 
A, B en C kunnen samen zeker werk afmaken in 20 
dagen. Werken A en B samen eerst 11 dagen en 
daarna B en C samen 11 dagen, dan kan B alleen de 
rest afmaken In 16 dagen. In hoeveel dagen kan B 
alleen het werk verrichten ? H. VERHAGEN. 
(GRAVELAAR, Opg. oef. pr. rek., $ 3, no. 2.) 

Een A te construeeren, waarvan de basis, de hoogte- 
lijn op de basis en de bissectrix van den top/ ge- 
geven zijn. HB. SnemsMa. 
Op de zijden BA en _BC van een A ABC neemt men 


stukken BD => BA en BE =e BC. Als men nu de 
rechten AE en CD trekt, die elkaar in F snijden, dan is: 


, 2m* 
vierhoek BDFE = PE „A ABC: 
(KrarpeEr, 646.) Eee 
Ex. Wisk. L. O. 1898. Zie bl. 40. C. 1 
Idem Idem C. 2. 
Idem. Jdem C. 3. 
Idem. Idem Dti 
Idem. Idem D. 2. 
Idem, Idem D. 3. Na het woord 


trein in regel 5 invoegen: „de sneltrein legt den weg 
van C naar D af in c minuten.” 

De rechthoek, die de som van twee zijden eens drie- 
hoeks tot lengte en het verschil dier zijden tot breedte 
heeft, is dubbel zoo groot als de rechthoek, die de 
derde zijde des driehoeks tot basis en den afstand der 
loodlijn tot het midden der basis tot breedte heeft. 
Bewijs dit. 

Van een trapezium, dat om een cirkel beschreven is, 
zijn de beide schuine zijden en de straal van den be- 
doelden eirkel gegeven; men vraagt den inhoud te 


berekenen, 


1617, 


1618. 


1619. 


1620. 


410. 


411. 


412. 


413. 


90 


Zoo men binnen den A ABC een punt P aanneemt, 
en men kent de drie zijden des driehoeks, alsmede AP 
en BP, ieder in ’t bijzonder, hoe vindt men dan CP? 


Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
Omid B): 


MEE) ON Pres ) 
Een spaarbank geeft aan zijn inleggers 35 °, en geniet 


1 
zelf 47 °|. Hoeveel wint de spaarbank op een ingelegd 


kapitaal van f 300 in 10 jaar, als men samengestel- 
den interest berekent ? 

De som van 4 getallen is een kwadraat; het eerste 
getal is 4,5 minder dan het 2e, dit 4,5 minder dan 
het 3e en dit weder 4,5 minder dan het 4e; welke 
zijn die getallen ? (Veeartsenijsch. 1894.) (*) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


De verkoop van 60 M. linnen bedraagt f 104. De 
winst is f 6,5 meer dan 15 M. bij inkoop kosten. Hoe- 
veel zullen 6 M, bij verk. kosten, als men 22°/, van 
den verkoop wil winnen? (Rek. opl.) 


Iemand verkoopt zijn waren met 65 °/, winst, maar 


door het inmeten wint hij slechts 5 van den verkoop. 


Hoeveel percent heeft hij ingemeten P (Hek. opl.) 
Van een meetk. evenredigheid kan men den eersten term, 


die 40 is, met 135 vermeerderen, als men den laatsten 


met 72 vermindert. Als nu de derde term 1,8 maal 
den tweeden is, vraagt men naar die evenredigheid. 


(Rek. opl.) 


Een koopman verkoopt 5 van een partij koren tegen 


414. 


416. 


A7. 


418. 


449. 
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f 12 en do rest tegen f 9,20 den HL. Als hij op 2 


HL. van het eerste gedeelte zooveel wint als hij op 5 
HL. van het tweede gedeelte verliest, en zijn winst 
f 156 bedraagt, uit hoeveel HL. bestond dan de partij ? 
(Rek. opl.) 

Iemand zet twee kapitalen, die f 200 verschillen, op 
interest, het kleinste tegen 4°/, het grootste tegen 5 °/. 


’sjaars. Zoo de jaarlijksche rente juist het zg bedraagt 


van de som der beide kapitalen, vraagt men naar hunne 
grootte. (Rek. opl.) 


‚ Een koopman verkoopt een partij graan, die hĳ à f 8 


den HL. gekocht heeft, tegen zulk een prijs per HL., 
dat hij ten honderd zooveel wint als de verkoopprijs 
per HL. bedraagt. Tegen hoeveel is dat? (Rek. opl.) 
Een zesvlakkig lichaam is hoog 1,80 M. Boven- en 
ondervlak zijn evenwijdige rechthoeken, de zijvlakken 
trapeziums. Het bovenvlak is lang 4,60 M., breed 
3,25 M. De voetpunten der loodlijnen , neergelaten uit 
de hoekpunten van het bovenvlak, blijven alle 1 M. 
verwijderd van de naaste zijde van het grondvlak. Be- 
reken den inhoud van dit lichaam. 

Waarom is het geene afgeknotte piramide ? 
(Vergelijkend onderzoek H. d. S. Oosterend, gem. Hen- 
naarderadeel, Zaterdag 4 Febr. 1899 ) (nt) 
Door een gegeven punt eene rechte lijn te trekken, 
welke drie gegeven rechte lijnen zoodanig snijdt, dat 
de drie snijpunten en het gegeven punt harmonisch 
gelegen zijn. (PererseN, 218.) Cc. K. 
Een vierhoek ABCD te construceren uit: AB, AD) 
LB, 4D en de verhouding BC: CD. 

BEES en Cn 


obs + ge look 


Inl 1 
î + gen ) Bl ie jan ie Ant 


Bewijs dit. CG, K. 
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Een serie vraagstukken over onnauwkeurige getallen. 
(Vervolg van ble. 50.) 


II. «) Bepaal tot op 0,0001 nauwkeurig v2 + v7. 
(RaapersMa, Theorie en Praktijk, V, Bladz. 16, No. 55a. 
b) Bereken in 7 decimalen nauwkeurig v/11 — 1/8. 
(VersLuYys, Leerb. der Rekenk., II, Par. 129, No. 10.) 


Vraagstukken van bovenstaanden vorm, dus veeltermen van 
twee termen, kunnen op de gewone wijze worden opgelost. 
Hebben we te doen met eene som , zooals bij a), dan wordt 
de eene term nauwkeurig te groot en de andere term nauw- 
keurig te klein bepaald tot op den vereischten graad van 
nauwkeurig. In ons voorbeeld bepalen we dus bijv. 72 nauwk. 


te klein tot op 0,000l en v”7 nauwkeurig te groot tot op 
0,0001. Het antwoord zal dan nauwkeurig zijn tot op 0,0001, 


zonder dat we weten of die uitkomst te groot, dan wel te 
klein is. 

In het voorbeeld onder 5) wordt zoowel v/11 als v/8 
nauwkeurig te groot of te klein bepaald tot in 7 decimalen ; 
dus beide te groot of te klein; het antwoord is dan weder 
nauwk. tot in 7 decimalen. Willen wa de bewerking inrich- 
ten als bij L en II, dan berekenen we als volgt: 

v2dry7e=0,0001 (17200000000 + vr 7000000000) 
=—0,0001(14142 nauwk.te kl. lteenh.)+26458(nauwk.te gr.leenh.)) 
=— 4 0600 (nauwkeurig tot op 0,0001). 

b)vil—y8 = 0,0000001 (11100 billioen — 1800 bil- 
lioen) enz. 

Om echter geheel te handelen in overeenstemming met I 
en II handelen we als volgt. 

Moet een som of een versch'l van twee wortelvormen nauw- 
keurig worden bepaald tot in 4 decimalen, dan kunnen we 
elk der termen van die som of van dat verschil nauwkeurig 


bepalen tot op . tienduizendste en daarna de verkregen uit- 


komsten samentellen of aftrekken, waarna het antwoord nauw- 


keurig zal zijn tot op 0,0001. 
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Nemen we dus eerst weer het vraagstuk onder a ge- 
noemd. We bepalen dus 7/2 tot op 0,00005 nauwkeurig op 
de in I verklaarde wijze. Dus: | 


14142 
10000 
(nauwk. te kle'n tot op 0,0001) 


v2— 0,0001 1200000000 = 


_ 28285 
= 20000 


En daarna eveneens v/7 nauwkeurig tot op 0,0005. 


26457 
1 = 0,0001 1700000000 = 57009 


(nauw. te kl. tot op 0,0001) 


(nauwkeur!g tot op 0,0005). 


_ 52915 
—_ 20000 


Waaruit we dus weer vinden: 


28285 « 52915 _ 


20000 — 
get ke tot op 0,0001). 

Het vraagstuk onder 5 genoemd kan nu gemakkelijk op 
dezelfde wijze worden behandeld. 

De berekening is dan als volgt: 
vil 8 = 0,0000001 (r/”1100 billioen — 7 800 billioen) — 
0,0000001 (33166247 (nauwk. te kl. 1 eenh.) —2828427 1 (nauwk. 

te kl. 1 eenh)) 





(nauwkeurig tot op 0,0005). 


66332495 

20000000 (nauwk. tot op 0,00000005) — 
56568543 | 
ao0ooogg (Aeuwk. 0,00000005) 


— 0,4881976 (nauwkeurig tot op 0,0000901). 


We zien dus ook hier, dat de onder I bedoelde manier tot 
eene rechtstreeksche oplossing voert. Hoewel nu de gewone 
manier om vormen als III te berekenen gemakkelijker is, is 
toch de laatste te verk'ezen, omdat dan de wijze van oplos- 
sen in overeenstemming is met die vaa de opgaven [, terwijl 
er nog bijkomt, dat ook de nog resteerende vormen IV—XX 
op dezelfde manter kunnen worden berekend. 
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Vraagstukken. 
1. Bepaal 1/5 —1/3 tot op 0,001 nauwkeurig. 
(Dr Gasr, Leerb. der Rekenk. IJ, Par. 37.) 
2. Welken weg zoudt ge inslaan om Vs Vs tot op ; 
nauwkeurig te bepalen ? 


(WissELiNK, 5e Verz., Par. 4, No. 8.) 

3. Hoe legt ge 't aan om 127”2 — 23 tot op nauwkeurig 
te bepalen? (Wr…sseLinK, 5e Verz., Par. 5, No 7.) 

4, Hoe zoudt ge ’t aanleggen, om 5y/2 — 2/5 top op E 


nauwkeurig te bepalen? (Wr…sseLiNK, Par. 12, No. 8.) 
5. Bereken tot op 0,001 nauwkeurig v/3 + 51/6. 
6. Hoeveel is tot op 0,0001 nauwkeurig 1/3 + 1/5. 
(RAADERSMA, Theorie en Praktijk, V, Bladz. 16, No. 855. 


IV. a. Bepaal 97 + 393 tot op ] nauwkeurig. 


b. Bereken in 7 decimalen nauwkeurig B 14 — 97. 
(VersLvys, Handb. Rekenk,, II], Par, 84, No. 10.) 


Daar ook hier weer de veeltermen uit 2 termen bestaan, 


5 1 î 
zouden we bij a de eene term tot op 3 nauwkeurig te groot 


en de andere tot op : nauwkleurig te klein kunnen bepalen. 


Bij b zouden dan beide termen tot in 7 decimalen nauwkeurig 
te groot of te klein moeten worden bepaald. Om de echter 
reeds meermalen genoemde eenheid in de oplossing, gaan we 
ook hier te werk als in III is aangewezen. Voor de oplos- 
sing van het vraagstuk onder a zoowel als dat onder 5 be- 
palen we beide termen van de veeltermen tot op de helft van 
den vereischten graad nauwkeurig op de wijze, zooals in II 
is aangewezen. Zoowel het vraagstuk a als het vraagstuk 5 
zullen daarna na de optelling en na de aftrekking nauwkeurig 
zijn tot op den verlangden graad van nauwkeurigheid. Een 
voordeel van deze handelwijze is dus ook nog, dat er tusschen 
a en b geen verschil behoeft te worden gemaakt, hetgeen in 
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het vervolg zal blijken bij iederen veelterm het geval te zijn, 
zoodat het op hetzelfde zal neerkomen of de veelterm , waar- 
van de benadering gevraagd wordt, enkel uit optellingen, 
enkel uit aftrekkingen of uit optellingen en aftrekkingen ge- 
zamenlijk bestaat. Bij het vraagstuk onder a staat voor g”3 
nog de coëfficiënt 3; deze wordt achter het wortelteeken ge- 


bracht, zoodat dus gevraagd wordt tot op 5 nauwkeurig te 


benaderen : B 7 + 981. 
De bewerking voor iederen derdemachtswortel afzonderlijk 
is dus: 


Be 5 8189 — (nauwkeurig te klein tot op 5) == 


ei (nauwkeurig tot op 5) 


6 
g 8 —À g 2187 = je (nauwkeurig te klein tot op 5) En 
25 1 
Cr (nauwkeurig tot op 5 ) 
8 LIZ : 1 
En dus B7 J 393 = (5 en 5) (nauwkeurig tot op z) == 


6 (nauwk. tot pz): Natuurlijk kan de som dadelijk wor- 


den benaderd, zooals in voorgaande vraagstukken geschied is. 


1 
733 = (4-5) (nauwk. to klein tot op 3 ) == 


18 1 
5 (rauwk. tot op 5) 
Het vraagstuk onder b wordt thans aan den lezer overgelaten. 


Er is telkens gesproken van het brengen van een factor 
voor het wortelteeken , zooals bijv. bij »”7. 


Om dien wortel tot op nauwkeurig te bepalen, brengen we 


, voor het wortelteeken , waardoor we dus achter het wortel- 


teeken met 33 — 27 moeten vermenigvuldigen. 

Dit wordt hier even opgemerkt, ofschoon het duidelijk ge- 
noeg is, zoodat er ook in voorgaande opgaven stilzwijgend 
gebruik van gemaakt is. 
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Vraagstnkken. fl 
1. Bereken tot op : nauwkeurig : vs + pa. 


(Dr Gasr, Leerb. der Rekenk., II, Par. 52, No. 7) 
2. Hoeveel is op 0,00001 PE B 128 —1v40P 


(De Gast, Lrb. ä. Rekenk., II, Gemengde Vraagst. C No. 12.) - 


3. Bereken tot op - nauwkeurig: 49/18 + 787. 


4. Benader tot op 3 decimalen nauwkeurig: Veit 


V. a. Bepaal tot op , nauwkeurig : 10r72 — ör 3-ör 5. | 


(WisseLiNK, 5e Verzameling, Par. 16, No. 9. 


Na al het voorgaande kunnen vraagstukken van boven- 
staanden vorm geen moeilijkheid meer opleveren. De geheele 


É 
vorm moet nauwkeurig bepaald worden tot op nn We be- 
1 
palen dus elken term van den veelterm nauwkeurig tot op 6 
1 g 
waarvoor we > voor het wortelteeken moeten brengen bij elken 


term of dadelijk : buiten haakjes kannen brengen. Eerst moe- 


ten echter de factoren 10, 5 en 5 achter de wortelteekens wor- 
den gebracht. De geheele bewerking komt dus als volgt te staan: 


10v/2— 538 J5yb=r 200 — 75 Jv 125 = 
5 (1800 6751 1125)= : (42 nauwk. te kl, tot op 1 eenh.) 
— 25 (nauwk. te kl. 1 eenh.) + 33 (mauwk. te kl. tot op l eenh.) 
EE en (nauwk. te kl. 1 eenh.) = en (raams. tot op 5). 
Vraagstukken, waarin de benadering van veeltermen van 
meer dan 8 termen gevraagd wordt, zijn nn gemakkelijk 


genoeg. Een enkel voorbeeld zal dus zeker meer dan vol- 
doende zijn: | 
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1 : 
b) Bepaal tot op 1000 nauwkeurig ; 


3/5 +2 : 61 — Wis, 


Om aan den eisch van nauwkeurig zijn tot op En te 
kunnen voldoen, moet elke term van den gegeven veelterm 
nauwkeurig worden bepaald tot op RET We berekenen dus 


als volgt: (Voor de duidelijkheid elke term afzonderlijk.) 


syr5=yv4b= Pin rv 1806000000 = 


2000 
13416 1 
3000 nauwk. te k]. tot op zi 


26833 ' 1 
= 4000 (nauwkeurig tot op zooo) 


1 4 1 1 


2309 


1 
== 3000 nauwk. te kl. tot op zooo) 


_ 4619 1 
= Z000 (nauwkeurig tot op zoo) 


6r7=Uv252 —= en rv 1008000000 = 


2000 
_ 31749 
== 2000 (nauwk. te kl. tot op zo) 


es En nauwkeurig tot op zoo) 
Alg == 9600000017 (nauwk. to kl. t. op zoo) 
en en nauwkeurig tot op zee) , 
En dus na optelling en aftrekking : 
35 + 2/5 + 677 + 47 5= dn ( nauwk. tot op zo) 
== Hen nauwkeurig tot op zo ) 8 


ll 


De Vriend der Wiskunde. XIV, 
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Vraagstukken. 
1. Hoe zoudt ge ’t aanleggen, om de waarde van: 


3/2 3 — 25 tot op zo Pauwkeurig te bepalen ? 


(WisseLinK, 5e Verzameling, Par. 13, No. 6.) 
2, Hoe zoudt ge ’t aanleggen , om de waarde van: 


Ve Vat Var Van Vs vs nauwkeurig te 


bepalen tot op El 


(WisseLinK, 5e Verzameling, Par. 13, No. 6.) 
3. Hoe zoudt ge ’t aanleggen, om: w2J 23-25 tot 


op 7 nauwkeurig te benaderen? (WisseLinkK, Par. 22, No. 7.) 


4. Bereken, nauwkeurig tot op 0,001: v3d-rv1,5—v2. 
(Nick Brok, Leerb. Wisk. 6e deel, Bladz, 63, No. 12.) 


5. Bereken tot op - nauwkeurig : 
32 — 4/8 Jr 5 — 616 H- 77. 


VI. Bereken tot op nauwkeurig: B7 — B 2,5 + 95,9. 


(VersLuys, Algebr. vraagst. II, Bladz. 28, No. 35.) 
Ook hier gaan we op de aangewezen wijze te werk. 
We bepalen dus elk der termen van den gegeven drieterm 


1 
nauwkeurig tot op 5000’ tellen daarna de eerste en de laatste 


term samen en trekken er de tweede af. Berekenen we elken 
term enal dan komt er: 








— Seo } 
57139 e 1 
= 3000 sen tot op zoo) 
ves = JB 8437500000 = ae Vn 
= 1500 1500 NSE Hia br. 
tek nauwkeurig tot ea 
— 3000 Hë 105 OP 3000 
5,8 = 50 19875000000 el aurie til ) 
PE S To00 PN 
5417 : TEN 
= 3000 nauwkeurig tot op zo) 8 
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Waaruit we dus vinden: 
B7— 2,5 J-B5,8 == 
( — 4071 + 5417 


1 
5000 ) (nauw. tot op 1000 ) —= 


7085 1417 
= 5000 (nauwk. tot op 00) =— 500 —___ (nauwk. tot op 0,001). 


Zooals we uit dit laatste voorbeeld zien, krijgen we het 
antwoord niet altijd in decimale getallen nauwkeurig. Dit is 
echter niet zoo erg. Willen we ’t antwoord in tiendeelige 
breuken hebben, dan gaan we den noemer op den teller deelen. 
We dienen er dan echter op te letten, dat we ’t antwoord 
in den regel slechts tot in 1 decimaal minder nauwkeurig 
kunnen geven, dan gevraagd werd. Dit laatste is dus wer- 
kelijk iets, dat tegen de door mij ontwikkelde methode getuigt. 
Evenwel zullen we toch meestal de gevraagde decimaal nog 
nauwkeurig kunnen bepalen, indien we letten op de fout, 
die hoogstens kan schuilen in elk benaderd antwoord van elk 
der termen. Veelal zullen we dan vinden, dat de benadering 
nauwkeuriger is, dan we hebben opgegeven. Nemen we als 
voorbeeld de boven benaderde waarde #5,8. Daarvoor werd 





gevonden È (nauwkeurig te klein tot op zo): Bij de 


270 
1500 
worteltrekking blijkt ons echter, dat we een veel hoogeren 
graad van nauwkeurigheid kunnen opgeven. De volgende 
cijfers blijken namelijk bij verdere benadering van den wortel 
te zijn 75, zoodat we ook zouden kunnen zeggen : 
pop 
1777 1500 
waaruit we dus zouden kunnen vinden : 
21671 1 
bp = 12000 12000): 

Nemen we nu altijd voor laatste cijfer bij de wortelbenade- 
ring het cijfer zoodanig , dat de wortel minder dan een halve 
eenheid van de werkelijke waarde verschilt, dan kunnen we 
door de ontwikkelde benaderingsmethode te volgen, dus in 
bijna elk geval de benaderde vorm ook in decimalen tot op 
den verlangden graad nauwkeurig geven. 


(nauwkeurig te groot tot op Sad) 


(nauwkeurig tot op 
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Vraagstukken. 

1. Bereken in honderdsten nauwkeurig: 1/21 41/52 — #6. 
(VersLuys, Algebr, vraagst. II, Bladz. 27, No. 22.) 

2. Bereken in 8 decimalen nauwkeurig: B4 4-87 49 4 8. 
(VersLuys, Handb. rekenk. III, Par. 84, No, 9) 

3. Bereken tot op 0,01 nauwkeurig: 

v1i0Jg10 —rv1— vd 2 B 20.) 

(De Gasr, Leerb. rekenk. II, Par. 58, Opgaven.) 


4, Bepaal tot op i nauwkeurig : 
BT 289 JAP 10 511. 


Met bovenstaande bewerkingen zijn alle benaderingen van 
de genoemde vormen volledig toegelicht. Wel resten nog de 
vormen VIT-XX en andere, doch deze kunnen na herleiding 
alle tot de vormen I—VI worden teruggebracht, zoodat we 
kunnen volstaan met die herleidingen aan te geven. 

VIE ndEwo)xyp = VXV ptoxXyp = Vv nptrop, 
waardoor we dus terugkomen op vorm III. 

VEL Bg EPTr)XPs = B IXB sE TBS = B gs rs, 
waaruit dus vorm IV ontstaat. 

Worden tweede- en derdemachtswortels gecombineerd, dan 
kunnen we evenzoo handelen. Bijv.: 

(vatBb)Xxve= vaxrvetERbxX ve vac kP bres, 

Hierbij moet dus een zesdemachtswortel tot op zekeren graad 
nauwkeurig worden bepaald, waartoe eerst de tweedemachts- 
en daarna de derdemachtswortel word: bepaald of omgekeerd. 

IX en X. Deze worden teruggebracht tot V en VI, 

XL (bre) (rde) = vb (vddre dre (rde) 
= wid bedwvedd- ree, zoodat we terugkomen op 
vormen als aan ’t eind van de behandeling van vorm V zijn 
besproken. Veranderen sommige plusteekens in minteekens , 
dan brengt dat in de bewerking natuurlijk geen verandering 
teweeg. 

XIL Herleiding als bĳ XL. De vorm wordt dan terug- 
gebracht tot VI. 

XIIl en XIV. Deze worden door herleiding eveneens terug- 
gebracht tot veeltermen van 3 of meer termen. 
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DEU WW — A ‚ waardoor we dus terugkomen op 
den eersten vorm. 
BN By — B, zoodat deze vorm overeenkomt met 


vorm IT, 

XVII en XVIII rde door herleiding teruggebracht tot 
de vormen III, IV, V en VI. 

XIX. Bij Herleiding van vormen als (vi dyk): 
(Lm + vn) moet worden toegepast de eigenschap, dat 
(a Jb) (ab) = a? —b?. We vermenigvuldigen daarom 
deeltal en deeler met v/m — vn, waardoor we krijgen 
(rim — Vin dv km — kn JV lm — v Un) : (m — n) of na 
nog eenige herleiding, waarbij (m — „) achter elk der wor- 
telteekens wordt gebracht : 

Wiki Dn ve) 


r Var ge ET — Ei Ei Var Ln): 


en en 


waardoor dus ook vorm XIX tot een veelterm van vorm V 


is teruggebracht. 
XX. Om vormen te herleiden als (BoB pt-Bq): B rs) 


d 4 a L b3 
moet worden gekend de eigenschap =E D= a? —abJ-b?. We 





vermenigvuldigen dus deeltal en deeler met Br? — Brs J- Ps?, 
want in ons voorbeeld is a =p r en b=z=gs. Na die ver- 
menigvuldiging verkrijgen we een zeer ingewikkelden vorm: 


namelijk : 
(Bs HB pt Bg): (Br J B5) = 
Bor? — Pors Bos? + B pre pred pst B grt grs gs? 
r+-s 


S = achter elk wortelteeken, dan verkrijgen we; 





Brengen we nu 7 


or? ors 


EEn ot EEE 


prs ps” qr es 
Tkn Beka D Ke (rs) Ban Mira (r4-8)? en ro ann 
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En hiermede is ondergeteekende aan ’t eind van zijn taak 
gekomen. Vormen als de laatste zullen zeker op een examen 
voor de hoofdakte wel niet worden opgegeven. Ze zijn hier 

echter opgenomen om een zeker geheel te verkrijgen. Natuur- 
lijk kunnen alle veeltermen van de genoemde vormen uit ver- 
schillende wortelvormen bestaan, d.w.z. er kunnen in zoo'n 
veelterm voorkomen : vierkantswortels met derdemachtswortels, 
of: vierkantswortels met derde- en vierdemachtswortel, enz. enz. 

Thans nog eenige vraagstukken ter toepassing van de vor- 

men VIL—XX. 


Vraagstukken : 
1. Hoe bepaalt ge tot op eene eenheid nauwkeurig: 
(10/2 —3) Xa. 


2. Hoe bepaalt ge tot op Ì nauwkeurig © uit: 


(ld-p2):rv3=rd:e. 
1 , v3 
3. Benader tot op 5 nauwkeurig in 
A 
3 
(Deze 4 ee uit: WissELINK, de AM 
Par. 47140415 EB MD Ed An 

5. Bereken zoo eenvoudig mogelijk tot in 4 decimalen nauw- 
keurig: V/2:1/3 en 82:93. (Par. 17, No. 7.) 

6. Bepaal 7/3 JB 5 in duizendsten nauwkeurig. 
(Gemengde vraagst. A No. 8.) 

7. Bepaal op O,L nauwkeurig het verschil van de rekenk. 
en de meetk, middelevenredige tusschen 7/12 en v- 75. 
(Gemengde vraagst. C No. 5.) 

(Deze 3 vraagst. uit: De Gasr, Leerb. rekenk. II) 
8. Bereken in 4 decimalen nauwkeurig 2 Xpp7 x @5. 
9 Bereken in 4 decimalen nauwkeurig r’94: 17/10. 
10. Bereken in 3 decimalen nauwkeurig #19: #25. 
11. Bepaal tot op een eenheid nauwkeurig (10/2 —1,3) X 1/2. 





4. Bepaal tot op 76 nauwkeurig de waarde van Va 


12, Benader de waarde van x tot op Ee nauwkeurig , als 


gegeven is 6:r2=z:ö. 
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13. Bepaal de derde evenredige tot de getallen 95 en 3,5 
tot 0 8 keuri 
ot op zj nauwkeurig. 


(Deze 6 vraagst. uit: VersLuys, Handb. rekenb. III, 
Bladz. 95, No. 19, 20, 21, 36, 40 en 41.) 

14, Bereken in 2 decimalen nauwk. (1/3) X (1/6 + 1/6). 
(Bladz. 31, No. 68.) 

15. Bereken (82) X (B7 +- 913) in 2 decimalen nauw- 
keurig. (Bladz. 31, No. 71.) 

16. Bereken in 3 decimalen nauwkeurig de derdemacht van 
(B5 +7). (Bladz. 33, No. 98.) 

17. Bepaal tot in honderdste deelen der eenheid nauwkeurig 


w3 J #5) Bz TA 8 B5 85 X 17? —5) 


(Bladz. 34, No. 122.) 
18. Bereken in 2 decimalen nauwkeurig: 
(VB8—vód-r26—1 13):172. (Bladz. 35, No. 18.) 
(De laatste 5 vraagst. uit: VersLuvs. Algebr. vraagst. IL.) 
J. K. Hommes. 
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Vraagstuk uit de Samengestelde Intrest- 
Rekening. 


Iemand zet een kapitaal, groot f 8000, den 1 Januari 
1900 des middags te 12 uur naar 4°/, samengestelde intrest 
uit; wanneer is dit kapitaal met den samengestelden intrest 
aangegroeid tot f 18000 ? 

(N.B. De maand wordt niet op 30 dagen gerekend, maar 
alles nauwkeurig tot op de seconde af.) 


Volgens de intrestrekening kunnen wij dus opzetten, als 

K het kapitaal en 100r de procenten voorstellen : 
1: (1d r)=Ek:K(1 Jr). 

Dus na éen jaar is K geworden K(1 J-r)'. Het tweede 
jaar zetten wij dus K (1 J-7)! gulden op intrest uit en heb- 
ben dus: 1:(l4-r)=k(td-rji: K(t +-r)?. 

Wij zien dus, dat de exponent van den vorm (1 + #') altijd 
gelijk wordt aan het aantal jaren, dat het kapitaal uitgestaan 
heeft; zoodat na # jaren kapitaal J- samengestelden intrest 
(—= S) zal worden: S=K(ldr) 
dus in bovenstaand voorstel wordt deze vergelijking : 


1 \x 
18000 = 8000 (15) 


of smal)". 


Uit deze exponentiale vergelijking de waarde van ” oplos- 
sende , dan hebben wij: 


De 
n log > = log 4, 


of n (log 26 — log 25) = log 9 — log 4, 
dus log „==log (log 9 — log 4) — log (log 26 — log 25). 
log 9 — 0,9542425 
log 4 = 0,6020600 
log 9 — log 4—= 0,3521825 ...... log = 9,5467678 — 10 
log 26 = 1,4149733 
log 25 — 1,3979400 
log 26 — log 25 —= 0,0170333 . . .. . . log —= 8,2312988 — 10 
log n = 1,3154690 
n= 20,6761 jaar. 
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Deze waarde geeft ons te kennen, dat het tijdstip tusschen 
de 20 en 21 jaren invalt. 

Doch dit antwoord is niet volkomen juist, want op ket geld, 
dat na de 20 jaren heeft uitgestaan, hebben wij de formule 
voor de samengestelde intrest toegepast, hetwelk niet juist is. 

Laat ons, om de begane fout fe herstellen, eerst berekenen, 
hoe groot het kapitaal na 20 jaren is geworden. 

26 Jab 


Ë zi: E20 
Wij hebben dus: S= 8000 (14,5) = 8000 (5 
A ERE 
26 
log 75 = 0,017033 





20 log En EO DOT aen. 03406660 
log S — 4,2437560 
S= fl7029: 


Dit was dus de som op 1 Januari 1920; derhalve moet het 
kapitaal nog f 18000 — f 17529 = f471 aangroeien. 

Deze vermeerdering moet komen door de intrest van f 17529 
naar 4°/, in het, jaar 1920. 


1 
Stellen wij nu dat dit kapitaal daarvoor 5 gedeelte van het 
1 
jaar moet uitstaan, dan bedraagt de intrest 55 X 17529 Xn 


Wij hebben dus: En X5 X f 17529 —f ATI, 


of log =—=log 471 + log 25 — log 17529 
log 471 = 2,6730209 
log 25 = 1,3979400 


14,0709609 — 10 
log 17529 — 4,2437560 


log == 9,8272049 — 10 


1 
—_= 0,671755 jaar == 245,2 dag. 


Het tijdstip, waarop dit kapitaal f 18000 is geworden, is der- 
halve 1920 den 2 Sept. 8 u. 41 m. 45,3 s. des voormiddags, 
D. Dr. po. J. M, 


106 


Verslag van een mondeling examen Wiskunde L. 0. 1898. 


Planimetrie. 


Gegeven 4 punten A,‚B,C en D. Gevraagd een vierkant 
te construeeren, waarvan de zijden of haar verlengden door 
de geg. punten gaan. (De Vriend der Wiskunde, VII, 1892, 
bl. 16, no. 753.) Welke eigenschap gebruikt ge daarbij ? 
Bewijs. Geg. een hoek, waarvan het hoekpunt niet op het 
papier kan, en een punt P binnen dien hoek. Gevraagd een 
lijn uit P naar het hoekpunt te trekken. 

Bewijs, dat de hoogtelijnen van een drich. elkaar in een 
punt snijden. Bewijs, dat de hoogtelijnen omgekeerd even- 
redig zijn met de zijden. Wat weet ge van den driehoek, 
gevormd door de 3 hoogtelijnen? Naar aanleiding hiervan een 
driehoek te construceren, waarvan de hoogtelijnen gegeven zijn. 
(De Vriend der Wiskunde, VIII, 1893, bl 189.) 

De zijden van den voetpuntsdriehoek zijn antiparallel met 
de zijden van den driehoek. Wat zijn antiparallellen £ (VAN 
Breen, Merkw. punten en lijnen van den vlakken driehoek, 
2e druk, bl. 33 enz.) 

Geg. een rechth. A ABC, AD L BC. In de AA ABC, 
ABD en ADC zijn de ingeschreven cirkels beschreven. Bewijs, 
dat de som der ingeschr. cirkels der A A ABD en ADC gelijk 
js aan den ingeschr. cirkel van A ABC. Te bewijzen door de 
eigenschappen der gelijkvormige driehoeken. (De Vriend der 
Wiskunde, IV, 1889, bl. 227, no. 453.) 

Bewijs de stelling van ProLEMEUS. 

Trigonometrie. 

Wanneer gebruikt ge den sinusregel, den cosinusregel en den 
tangensregel? De cosinusregel logarithmisch maken. Ge- 
vraagd de lengte van PQ te bepalen, als van vierhoek ABQP 
gegeven zijn: AB, / PBA,/ QBA, 4 BAQ £ BAP. Gevraagd 
de lengte van AB te bepalen, als gegeven zijn de lijn PQ en 
dezelfde hoeken als boven. Als gegeven is tgp =p, welke 
hoeken voldoen dan nog meer? Losop: asinp jb cos p = 4. 


Bewijs de formule voor 53 A uit eene figuur. 
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Stereometrie, 

Geg. twee kruisende lijnen. Gevr. twee evenwijdige vlak- 
ken te brengen door die kruisende lijnen. Bewijs, dat vol- 
gens uw constructie die vlakken evenwijdig zijn. Breng door 
ieder dier kruisende lijnen een vlak loodrecht op het andere 
vlak. Wat weet ge van de sniĳlijn dier vlakken. Bewijs. 
Toon aan, dat die lijn de kortste is van al de lijnen, die 
twee punten der kruisende lijnen verbindt. Geg. een drie- 
vlakshoek. Bewijs, dat de vlakken , gebracht door de ribben, 
loodrecht op de overstaande zijde elkaar in één punt snijden. 

Een bol halveeren. Inhoudsformulen (ook bewijzen voor een 
bolseetor, bolsegment , bolschijf en bol). 

Stelling van Euver. Voor welke lichamen geldt die? Geef 
een paar voorbeelden van niet-convexe lichamen, waarvoor de 
stelling toch doorgaat. Bewijs, dat een lichaam niet kan 
begrensd worden door enkel 6-hoeken. 

Bewijs, dat in en om een regelm. 12-vlak een bol kan wor- 
den beschreven. Bereken de stralen van bovengenoemde bollen. 
Algebra. 

Die handelde hoofdzakelijk over lijfrente. Verder de eigen- 
schappen der vierkantsvergelijkingen noemen en bewijzen. De 
som der termen eener meetk. reeks. Hoe kunt ge die som 
ook beschouwen? Tot hoeveel vraagstukjes geven de eigen- 
schappen der meetk. reeksen aanleiding, nl. als 3 elementen 
gegeven zijn de overige te berekenen. (De Vriend der Wis- 
kunde, VI, 1891, bl. 168, no. 655, id., X, 1895, bl. 71, 
no. 1091, voor de Rekenkundige Reeksen.) Kunt ge al die vraag- 
stukken oplossen ? Bereken r uit a, n en /. 

Veel heb ik te danken gehad aan het tijdschrift „De Vriend 
der Wiskunde” en het „Supplement op de Vriend’, Daarom 
raad ik iedereen aan, die studeert voor de akte Wiskunde L. 0. 
de Vriend en het Supplement aan te schaffen. PD. 


EXAMEN-VRAAGSTUKKEN. 


Toelatingsexamen Rijkskweekschool voor Onderwijzers 
te Haarlem, 1899. 


Rekenkunde (2 uren). 
1. A bezit een kapitaal, dat 12°/, meer bedraagt dan dat 
van B. B bezit 16°/, meer dan C en C 20°/, meer dan D. 
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Á verliest door een ongeluk n deel van zijn geld en heeft nu 


f 5116,80 meer dan D. Hoeveel bezitten B en C elk? 

2. A, B en C kunnen samen een werk verrichten in 6 
dagen. A zou het alleen kunnen doen in 24 dagen. Nadat 
zij met hun drieën 2 dagen gewerkt hebben, wordt A. ziek. 
In hoeveel tijd kunnen B en C het werk voltooien ? 

3. Een boterhandelaar heeft 52 vaten boter ieder van 40 
KG. gekocht tegen f 1,20 het KG. Hij vermengt deze boter 
met half zooveel margarine en verkoopt het mengsel met 
20°/, winst voor f 3556,80. Hoeveel kostte de bijgevoegde 
margarine per KG. ? 

4. Een besteller van een station in Amsterdam had op 
Maandag, Dinsdag en Woensdag gemiddeld f 1,50 per dag 
verdiend; op Dinsdag, Woensdag en Donderdag gemiddeld 
per dag f 1,70. Donderdag verdiende hĳ f 3,10. Hoeveel 
heeft hij op Maandag verdiend ? 

5. Een Engelschman gaat naar Frankrijk met 56 pond 


sterling, die hij wisselt tegen francs en wel 255 franc voor 


éen pond sterling. Hij blijft 30 dagen in Frankrijk en ver- 
teert gemiddeld 37,50 frane per dag. Daarna wisselt hij, wat 


1 
hij heeft overgehouden in Engelsch geld: 1 france voor 9 


stuiver. Hoeveel heeft hem de reis gekost ? 
1 pond == 20 shilling; 1 shilling == 12 stuivers. 


6. Een koopman wint 30°/ 0 k deel van zijn kapitaal 


en 45°/, op 5 deel. Hij verliest van de rest 15°/. Hij bezit 


nu f 9315. Hoe groot was zijn aanvankelijk kapitaal ? 

7. Iemand vestigt zich te Haarlem. Hij kan van een 
ander, die naar den Haag overgeplaatst is, voor 2 jaren een 
huis huren, per jaar f 100 minder dan deze er voor betalen 
moet. Na afloop van deze twee jaren huurt hij het huis op- 
nieuw voor 3 jaren en nu van den eigenaar, die de jaarlijksche 


1 3 
huur met 12, of, vermindert. Na afloop van de 5 jaren be- 


vindt hij, dat hij gemiddeld per jaar f 330 huur heeft be- 
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taald. Hoeveel bedroeg de aanvankelijke huur door den eer- 
sten huurder betaald ? 

8. A en B gaan tegelijkertijd van P naar Q. A loopt 
en legt per uur 4 KM, af. B rijdt en doet per uur 9 KM. 
B bereikt Q in 4 uren en rijdt onmiddellijk terug naar P. 
Na een rust van 3 uren rijdt hij weder naar Q met dezelfde 
snelheid, Hoever van Q zal hij A inhalen, die onderweg bij 
een vriend 7 uren heeft getoefd ? 


Rijkskweekschool Onderwijzeressen Apeldoorn. 
Schriftelijk Ex. 7 Maart 1899. 


Rekenen (1*/, uur). 
(Buidelijk beredeneeren.) 

1. Iemand betaalt eene schuld met 10 rijksdaalders en 
verder met kwartjes. Hij betaalt in het geheel zooveel geld- 
stukken, als hij guldens schuldig is. Hoeveel kwartjes 
geeft hij ? 

2. Hoeveel dM? is gelijk aan 


M=, +55) — Pin (3 Ji dl) HA? 


2 
Hoeveel HL. is gelijk aan 


(3,875 J- 300 x 0,015 : 0,5 x 0,125) D.S. P 

(De bewerkingen uitvoeren zonder de tiendeelige breuken 
eerst tot gewone te herleiden.) 

3. Welken invloed heeft het op de waarde van eene ge- 
wone breuk, als men bij teller en noemer een zelfde getal 
optelt? Beredeneer uw antwoord en licht het met voorbeel- 
den toe. 

4, Teeken zoo goed mogelijk een vierkant van 4 eM? en 
zet bij de opeenvolgende hoekpunten de letters A, B, C en 
D. Verdeel de zijde AB in een stuk AE en een stuk EB, 
zoodat Ak 3 maal zoo groot is als EB. Verdeel de zijde 


DC in een stuk DG en een stuk GC, zoodat DG 8 is van 


DC. Verbind G met B. Bereken de oppervlakte van figuur 
AEGD en van figuur EBCG. 
5. Jan en Piet hebben beiden peren gekregen. Het aantal 
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peren van Jan staat tot dat van Piet als 2 tot 3. Jan geeft 
2 peren aan zijn zusje, Piet geeft 5 aan zijn broertje en 1 
aan Jan. Nu hebben Jan en Piet evenveel peren. Hoeveel 
peren had Piet eerst? 


BIBLIOGRAPHIE. 

A. PrasscnanRT Sr., Beöedigd Landmeter en Ambtenaar bij 
's Rijks Waterstaat te ’s-Gravenhage, Practisch landmeten 
en waterpassen. Met 59 figuren. (119 Bladz.) post 8vo. 
In heel linnen band. P. Gouda Quint, Arnhem, 1899. f 1,75 


De Uitgever, overtuigd dat aan eene practische handleiding over 
deze onderwerpen groote behoefte bestaat, vertrouwt door de uit- 
gave van dit werkje aan zeer velen dienst bewezen te hebben. Be- 
knopt, maar duidelijk worden in de eerste afdeeling de bij het land- 
meten gebruikte instrumenten beschreven en de wijze verklaard, 
waarop het opmeten, in kaart brengen en verdeelen van minder of 
meer uitgestrekte gronden en terreinen, als polders, bosschen, 
rivieren , enz. in de practijk geschiedt, waarbij geleidelijk van een- 
voudige vraagstukken tot de meest ingewikkelde gevallen wordt 
opgeklommen. Verder worden voorbeelden van berekeningen der 
inhoudsgrootte van perceelen, landerijen, enz. besproken en uitge- 
werkt, en tevens op enkele van kracht zijnde wetsartikelen aan- 
gaande grensscheidingen, enz. tusschen naburige eigenaren gewezen, 

De tweede afdeeling is aan het waterpassen, benevens de daartoe 
behoorende werktuigen gewijd, waarbij het opnemen van lengte- 
en dwarsprofielen, de berekening van grondverplaatsingen, het over- 
brengen van een peil over breede wateren, enz. wordt uiteengezet. 

Tal van op flinke schaal geteekende figuren dienen overal, waar 
het noodig of wenschelijk is, tot toelichting van het besprokene. 

De beide eenige over deze onderwerpen in onze taal bestaande 
boeken, namelijk: van Kerkwijk, Geodesie voor de kadetten 
van alle wapenen, en Schols, Landmeten en waterpassen, waar= 
van het eerste sedert vele jaren uitverkocht is, zijn door de Konink- 
lijke Militaire Academie te Breda uitgegeven. Het doel der boven: 
genoemde uitgave is geweest om dit werkje meer in het bijzonder 
voor den burgerlijken bouwkundige te bestemmen en het te dien 
einde zóó bevattelijk in te richten, dat het door elken opzichter bij 
die werken kan worden begrepen en gebruikt. 


A. C. van pen Branp en H. Lausverr , Opgaven voor het 
Examen ter verkrijging van een Diploma als Boekhouder in 
de Practijk, gehouden op Zaterdag 15 April 1899 te Arnhem. 
Examen-Boekje No. I. Arnhem, 1899, S. Gouda Quint. f 0,25 


1581. 


Hij 


1582. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1581—1600. 


Iemand koopt een huis voor f 6600 en moet nog 5 °/, 
onkosten betalen. Hij neemt op dat huis een hypotheek 
van f 4000 (onkosten 1,5 pCt.). Den Isten Mei moet 
hij alles vereffenen en laat daartoe op dien dag ver- 
koopen f 3000 N. W.S. 2,5 pCt., tegen den koers 


1 
92,5 pCt., provisie B °o, vervaldagen der coupons 1 Jan. 


en 1 Juli. Hoeveel moet hij nu nog in contanten daar- 
bij voegen ? 


(Hoofdacte Leeuwarden 1898.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Kosten van het huis. . . . . . f 6600 


Onkosten van het huis 5, . . . „ 350 
Onk. van de hyp. (f 4000) ie Elonme nn <00 


BRRIOet.betalen . ……  ; … … . f 6990 
Hij verkoopt effecten : 
f 3000 N. W.S. koers 92,5 = „ 2775 


4 maand rente = zh En SR 0 
f_ 2800 
1 
3 lo DEDSISLOM een 3,15 
f_ 2796,25 
Hypotheek . . . . „ 4000 
f_ 6796,25 
moet dus nog in contanten bijpassen 


f 6990 — f6796,25 = f193,75. A. LerNsrRA. 


Zeker getal is in het 9, stelsel geschreven. Bij ver= 
gissing beschouwde iemand het als geschreven in het 
10 t. stelsel, waardoor hij het negenhonderd twee en 
zeventig eenheden te groot nam. Welk getal kan dat 
geweest zijn? N.B. Het voorstellen van onbekende 
cijfers door letters is niet verboden.) 

(Hoofdacte Leeuwarden 1898.) H. VERHAGEN, 
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Oplossing. 

Grooter dan 4 cijfers kan het getal niet zijn, daar het dan 
meer dan 972 eenh. te groot genomen was. 

In ’t 10Otallig st. is ’& get. 1000d + 100 +- 104 He 
9 nn on Td SIA RR 

972 is dus 271d + 19hH- tú. 

Was d = 4, dan was 271d enz. grooter dan 972, Was 
d = 2, dan zou 271d = 271 Xx 2 = 542 en 19h +- t 
972 —542 == 430 zijn. Dit is evenzeer in strijd met ’t geg. 
Derhalve is 't cijfer der duizendt. 3, 271d = 271 Xx 3 = 813 en 


19hJt=912—8138 =159. 159:19 = 8, ‚ h kan niet 9 


zijn, daar 19 X9 = 171 ) 159. Evenmin kan A 7 zijn, 
daar 19xX7 == 133, zoodat f 159 — 133 — 26 zou zijn. 
h is dus 8 en 4 = 7. e kan elk cĳĳfer zijn, behalve 9, 
zoodat ’t getal kan zijn: 
3870, 3871, 3872, 3873, 3874, 3815, 3876, 3877 of 3878. 
W. HrELKEMA. 
1583. A en B zetten telkens den 1sten Jan. van 1890, 1891, 
1892,... 1910 en 1911 f 70 op rente, om de gestorte 
sommen met de rente den 1sten Jan. 1912 terug te 
ontvangen. Als A 3,5 °/, sameng. intrest en B 4 °/, 
enkelv. intrest zal genieten, hoeveel heeft A. dan meer 
of minder te ontvangen dan B? (1,035)?? —= 2,131512. 
(Hoofdacte Leeuwarden 1898.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Geg.: 19. A en B zetten telkens Isten Jan. van 1890, 
1891, 1892, .... 1910 en 1911 f 70 op rente; 
20, zij ontv. de gestorte sommen met de rente terug den 
Isten Jan. 1912; 
30, A krijgt 3,5 °/, samengestelde intrest; 
40, B „ 4°%/ enkelw. É 
50, (1,035)22 — 2,131512. 
Gevr.: hoeveel A meer of minder dan B ontvangt. 
Oplossing. Van A. f 70 staat ged. 22 jaar uit; 
foie SLA ot 
enz. enz. 
fi „ p 1e 


mn 
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De laatste f 70 wordt f 70 X 1,035 ; de op een 

Ce ROR ALOE 03DE: 
enz. 
de eerste fi0 „ f70Xx1,035°°; ’tgeen A ontvangen 
moet is dus: 
f 70 x 1,035 + f 70 X 1,035? J-,... f70 X 1,03522 = 
70 X1,035(1,03522 —1) _ 70 X1,035 Xx 1,181512 
ji 1,035 — 1 ol 0035 eek 
f 2 x 1035 x 1,131512 — f 2070 x 1,131512 = f2342,22984. 


Van B, f 70 staat ged. 22 jaar uit; 
fi , „ 21 „ 
enz. 
f 10 staat ged. 1 „ „ De rente van f 70 
per jaar is f0,7 X4=—= f 2,8, zoodat de 
laatste f 70 wordt f70 + f2,8; de op een na laatste 
fi „ f104f2xf28 
enz.; de eerste 
in f 10+ f22 Xx f 2,8; 
tgeen B ontvangen moet is dus: 
f (ZO + 2,8) + f (70 +2 X 2,8) J-....f (70 + 22 X 2,8) 
—=f22Xx10f28 HJ f2Xx28H....f22X 28 == 
f 1540 + f 11 X 23 Xx 2,8 =f 1540 Hf 708,4 = f 2248,4 ; 
A krijgt dus f 2342,23 — f 2248,4 — f93,83 meer dan B. 
J. GRAVER. 


1584, Bereken tot op 7 nauwkeurig : 


2 3 
eenn Jyil H. Verzagen. 
(R. v. Wacenineen Pz, Vr. en Opg. Th. d. Rek. II, no. 15 bl. 18.) 


Oplossing. 
: 1 : 
Men bekomt de uitkomst tot op 5 nauwkeurig , wanneer 


E Ì 
men beide termen der som tot op 5 nauwk. benadert , en wel 


den eenen term te klein en den anderen te groot, aldus: 
De Vriend der Wiskunde. XIV, 8 
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2 26 AE LS 
v6—1” (1161) (16 +1) Tb 
8 3 (4—1/ 11) 123 SAE = tege) 
AET = Av 11) Se ee) Bien 5 5 5 
Tot op 7 nauwk. is Zer tar zE k. 
R. v. W. 


1585. Een koopman heeft voor f 500 aardappelen gekocht. 
Hij verkoopt eerst zooveel HL. als hij SOIR voor den 
HL. ontvangt, en daarna nog 140 HL. à f 2,50. Als 
hij 4°/, heeft ingemeten, bij den verkoop f 3,80 on- 
kosten heeft gehad en nu nog 1°/, wint, vraagt men 
naar den inkoop van 1 HL. H. VERHAGEN. 
(S. pr Gast, Opl. Rek. Vraagst. , no. 200 bl. 126 ) 

Oplossing. 

Als bij den verkoop wordt ingemeten, geeft de verkooper 
meer dan de kooper vraagt, d.i. zegt te koopen. De kooper 
betaalt echter het aantal HL , dat hij zegt te koopen. Bij 
het inmeten let de kooper volstrekt niet op of dat inmeten 
telkens evenveel is. Als hij zijn maat (d.i. zijn HL.) maar 
krijgt, dan is hij content. Wat hij meer ontvangt, is winst. 
Nadat alles is verkocht, ziet de verkooper eerst, dat hij heeft 
ingemeten en tevens hoeveel. Meet de verkooper dus 4 °/, in, 


dan ontvangt hij van de oorspronkelijke partij 0 of 5 deel 


betaling. De kooper van de 140 HL. betaalt de volle 140 HL, 
25 


d.i. 140 x f 2,50 of f 350, doch ontvangt en of x 140 HL.; 
zulks is in zijn voordeel. Noemen we B ze aardappelen, 
die de koopman voor f 500 kocht, gemakshalve z HL. groot, 


dan ontvangt hij voor = x HL. betaling, en wel voor 140 


HL. daarvan f 2,50 per HL. en voor de overige 
24 24 Î 
(Gee — 140) HL. per HL. ES L— 140) stuivers. 
Hij kocht voor f 500, had f 3,80 onkosten en wint 1 °/, 
van f 500 of f 5, dus hij ontvangt terug f/ 500 + f 3,80 + f'5 


== f 508,80 , zoodat 
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(5 — 140). Ed 140) xf 0,05 B 0sea 50 = f 508,80 


25 25 
of (5-10) x f'0,05 + f'350 — f' 508,80 
waaruit z, = 204,5375 HL. voldoet 
en x, == 87,1291 HL, niet voldoen kan, dewijl men van 


87,1291 HL. niet 140 HL. kan verkoopen. 

De koopman kocht dus 204,5375 HL. voor f 500 en betaalde 

f 500: 204,5375 = f 2,444, d.i. f 2,445 per HL, ongeveer. 
Andere opvatting. 

Van een vrgst. als dit, geeft men ook wel de volgende 
lezing. Inkoop f 500, onkosten f 3,80, winst 1°/, van 
f 500 of f 5, ontvangst bij verkoop f 508,80. Hij verkoopt 
van de heele partij 140 HL. à f 2,50. Daar hij 4. °], inmeet, 


z5 X 140 X f2,50 = f336, Voor het 


eerste gedeelte der partij heeft hij dus ontvangen f 508,80 — 
f 336 —=f 172,80. Had hij niet ingemeten, dan zou hij ont- 


vangen hebben ge X f 172,80 —= f 180 == 3600 stuivers. Dat 


deel der partij bestond dus uit 60 HL. De heele partij uit 
60 HL. + 140 HL., dus inkoop per HL. f 2,50. 

Alle inzenders (op één na) zonden eene hiermede overeen= 
komende. oplossing in en hadden ook 200 HL. à f 2,50 tot 
antwoord. Gaan we hiervan uit, dan vinden we: Inkoop 
200 HL., inmeten 4°/,, verkoop 192 HL. Hiervan brengen 
140 HL. à f 2,50 dus f 350 op. De ousriee 52 HL. à 52 
stuivers of f 2,60 brengen 52Xxf2,60 == f 135,20 op, d.i. 
‘samen f350 + f 135,20 = f 485,20, wat niet klopt met de 
f 508,80, die bij den verkoop ontvangen worden. Zulks komt, 
omdat er niet aan gedacht is, dat de verkooper inmeet van 
hetgeen hij zelf heeft om te verkoopen, en aan den kooper zooveel 
malen 1 HL. moet uitmeten, als deze zegt te koopen, die 
dan ook zooveel HL. betaalt. Wat de verkooper inmeet betaalt 
de kooper niet. Evenmin trekt de verkooper iets af van de 
betaling, omdat hij inmeet. Als de verkooper bij den verkoop 
140 HL. gaf, dan waren er de 4°/, ingemeten HL. bij en 


24 
dan had de kooper niet 140 HL., doch slechts 25 X 140 HL, 


ontvangt hij hiervoor 
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gekocht en behoefde dan ook maar En Xx 140 Xx f'2,50 = f 336 


te betalen. Nu de kooper 140 HL. koopt, ontvangt hij 
25 
4 X 140 HL. doch betaalt 140 HL. à f 2,50 of f 350. 

De oplossing van den inzender, die van de bovenstaande 
opvatting afwijkt, geven wij hieronder. 

De verkoop was dus f500 + f5 + f 3,80 = f' 508,80. Voor 
de 140 HL. à # 2,50 was ontvangen f 350. Voor de rest 
dus f 158,80 = 3176 stuivers Het aantal HL. van de rest 
was dus (13176) HL. = 56,3561 HL. (nauwk. te klein 0,00005’. 
Er was dus verkocht 196,3561 HL. Daar er 4°/, was inge- 


meten ,‚ was er ingekocht ee Xx 196,3561 HL. voor f 500. 


96 
De inkoop per HL. was dus 
f 500: en Xx 196,3561 —= f 2,44 (nauwk. te klein tot op 7 cent). 


J. Hokse 
1556. In het luchtledige weegt een lichaam P 1,5 maal zoo- 
veel als een lichaam Q; in water daarentegen weegt 
Q 1,5 maal zooveel als P. Bepaal het s.g. van Q, 


als dat van P 1,5 is. H. VERHAGEN. 
(N. L. W. A. GrAVELAAR, Opg. ter oef. in het pr. rek. no. 3 S 2.) 
Oplossing. 


1 2 n 
Het s.g. van P = 1,5. P verliest in water ri of z van zijn 


gewicht. Q weegt in water 1,5 X zooveel als P, heeft daarin 


LEE ln 2 
1,5 X 5 of z van P's gewicht en in ’t luchtledige LE of z van Ea 
) 





Ze 
b 8 ; da GL 
gewicht, verliest dus in water 5 fj z van zijn gewicht. 
Sunnts 
Het s.g. van Q is dus 4. Siko. 


1587. Uit het punt A zijn twee lijnen getrokken, die een 
gegeven cirkel in de punten B en C raken. Men trekt 
uit B de middellijn BF; verder laat men uit C de lijn 
CE loodrecht neer op BE. Wanneer nu nog AF ge- 
trokken wordt, dan deelt deze de loodlijn CE in G 
middendoor. Hoe bewijst men dat? (Veeartsenijsch. 1898.) 


El 


Oplossing. 
AGEF A ABF 
GE:EF = AB: BF 
GE:EF —= a:2R 
a 
_GE= BR EF 
Z ABM =/ ACM = 90°, dus om vierhoek ABMC kan een 
cirkel, derh. AM.BC=—=AB.CM + AC.BM 
wia? + R?).BC == Eee + a.R 
2a 
BES e+ R 
BC? =BE,BF 


4a°R? 
2aR 


Bet 


2a° R 
EF En na ZZ ee Ne 
2R — BE —=2R ER? 
Be Her SRE 2aiR es  2R$ 
5 a? LR? a? +R? 
d a 2R3 aR? 
BE Re ern 
4a°R? 4asR? 
nn Dt ns EN er 
Ui BC BE a RIT 2 Rij 
_ faiR? J 4a?R* — 4aiR?2  4a?R4 
en (a? J- R2)? Ne (a? + R?)? 
2aR? aR? 
dus RT are 0E. Ta OE (2) 
derh. GE = OK, d.i. G is het midden van CE. 


F. Mansreurt Beck. 
Tweede oplossing. 

Zij K het snijpunt van AM en BO, dan is ABMK » A AMB; 
ook is A BMK «a A BCE en A ABF A GEF. Men vindt 
dan successievelijk BK, BC, KM, CE, BE, EF en GE als 
boven. A. Lexsrra 5 J. Houues, 

Derde oplossing. 
Trek MO // AF, dan is AO — BO; trek AM en CF dan is 


L AMB = 4 OFB — 5 bg BC, want AM deelt / BOC midden- 


(1) 
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door, A ABM» A CEF, dus AB:CE == BM: EF en 

A OBM» A GEF, dus OB: GE—=BM: EF, 
waaruit AB: CE — OB: GE, maar AB = 20B, dus CE — 26E, 
d.i. G is het midden van CE. AGD 


Vierde oplossing. 
Gegeven: AC en AB raaklijnen; BF middellijn ; CEL BF. 
Gevraagd: Te bewijzen, dat CG = GE is. 
Bewijs. Trek LF // CE, dan is A GEF » A AFB en 
GE:AB == GF: AF of GE XAF = ABX GF, dus 


GE XAF 

AB= ar ee 

AACG 2 A ALF en GC : LE=AC : AL of GOXALZ=ACXLE 

dus A a 
GEXAF GC XAL 


daar AB —= AC volgt uit (I) en (IL) ok nm 


of GEXAFXxXLEF=GCXALXGF. . . (III) 
AACGm A ALF, dus AL:AC=AF: AG, dus 
CL:GF =AL:AF, CL XAF = GF X AL 
of AF XxX LF =ALXOES 
(CL =LF) Uit (UI) en (IV) volgt nu GE == GC. 
P. HooernraaDs R. v. W. 


Vijfde oplossing. 

Bewijs. Trek in F de raaklijn DH // AB; verleng de raaklijn 
AC, tot zij de vorige ontmoet in D. Maak FH — FD en 
trek de raaklijn HK, die verlengd wordt, tot zij het ver- 
lengde van AB ontmoet in L. Uit HF = FD en FB Ll AL 
volgt nu, dat ADHL een geliĳjkbeenig trapezium is. Ver- 
eenigt men de raakpunten C en K,‚ dan is CK _L BF, want 
CD=DF =FH=HK, dus CK (/ DH. Verbindt men nu 
H met A, welke rechte BF ergens snijdt in E,‚ dan is 
AHFE'» A ABE, dus: HF:FE’==AB:BE. Vervangt 
men nu HF en AB door de gelijke raaklijnen CD en AC, 
dan komt er: CD:FE'=AC:BE'. En daar FD//CK// AB 
is, heeft men, wanneer E het voetpunt der loodlijn uit C op 
BF is, CD:FE==AC:BE, dus moeten E en B samenval- 
len, m. a. w. de diagonaal AH gaat door E. Daar nu ein- 
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delijk AF de lijn HD middendoor deelt, en CE // DH is, 
zoo deelt AF ook CE in G middendoor. w.t. b. w. _ 

Aan deze eigenschap zijn een paar merkwaardige eigen- 
schappen verbonden. 

Verbindt men C met B en F, dan ontstaat de rechthoekige 
A BCF, waarin CE de loodlijn op de hypotenusa is. Trekt 
men ook den straal CM van den omg. cirkel, dan zijn CE 
en CM isogonaal of gelijkhoekig toegevoegd met betrekking 
tot / C, d.w.z. / FCE =/ BCM, zooals gemakkelijk blijkt 
uit de verlenging van CE en CM tot den omtrek in K en R en de 
verbinding van R met K, waardoor de rechthoekige A CKR 
ontstaat. KR//FB, dus bg KF =bg RB en / FOK —=/ BOR. 
Verder is FCBR een rechthoek; FC=BR, en daar AB en 
AC raaklijnen zijn, is / CAF =/ BAR, dus (als AF den 
cirkel in P en AR den cirkel in Q snijdt): bg CP = bg PQ, 
waaruit weer volgt: / CFP (CFN) = ZBFQ (BFO) en PQ // BO. 
Nu staat MA | op het midden O van BC; FO is dus de 
mediaan op BC. Daar nu CM en FO medianen zijn, zoo 
zijn FN en CE symmedianen en is G het symmediaanpunt 
(punt van Lemoine) in A BCF. (Zie: Van Breen, Merkw. 
punten en lijnen van den vlakken A, 2edruk.) H. pe Vrizs. 


1588. Van een A ABC, waarin M het midden van BC en 
AD de deellijn van hoek A is, is gegeven hoek MAD, 
de lijn AM en de som der zijden AB en AC. Men 
vraagt den A te construeeren. 

(K. M. A. 1898.) H. SreRrsMa. 
Oplossing. 

Zij A ABC de gevraagde A, waarin AD de bissectrix van 
/ A, en M het midden van BC is. Verleng AM, zoodat 
ME —= MA, verbind E met B en C, dan is ABHEC een paral- 
lelogram. Trek AD door, totdat ze BC in F snijdt, dan is 
BF = BA. Neem nu op het verlengde van EB nog BG — BA, 
dan is in A GAF: GB = BA —= BF, dus / GAF = 90°. 
Verder is GE —= BE J BG = AC + AB. 

Gemakkelijk komen we nu tot de volgende Constructie : 

Trek eene lijn AE —= 2 X de gegeven zwaartelijn AM; 
maak / BAF — den gegeven Z MAD (tusschen bissectrix en 
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zwaartelijn) en zet AG | AF. Beschrijf uit E met de ge- 
geven som der zijden een cirkelboog, snijdende AG in G. 
Dan is A EAG gevonden, en daarin tevens het punt F' bekend. 
Door nu het midden B van GF' te vereenigen met A, uit A 
eene lijn AC // BE te trekken en uit B de lijn door M, die 
de evenwijdige in C snijdt, is de A ABO gevonden. De voor- 
waarden voor de mogelijkheid der constructie zijn bekend. bel 

Opmerking. Daar FE = het verschil der gegeven zijden 
is, is nu tevens de oplossing bekend van het vraagstuk , als 
de som der zijden AC en AB vervangen wordt door het ver= 
schil der zijden AC en AB. H. Srersma Jm. 

(*) Daar / GAE > / G moet zijn, zoo is GE > AB, d.i: 
de som der zijden moet grooter zijn dan 2 maal de zwaarte- 
lijn, of ABL AC ) 2AM, terwijl de gegeven / MAD { 90° 
moet zijn. F. Mansrerr Brox. 

Is Z MAD =0, dan is AM | BO en dus AB=AC. In 
dit geval kan de constructie een weinig eenvoudiger zijn. 

Lenstra; Hommes; R. v. W. 
1589. Verdeel een gegeven cirkelboog zoodanig in 2 deelen 
(bogen), dat de koorden, welke deze bogen onderspan- 
nen, zich verhouden als 2 gegeven lijnen m en n. 
Oplossing. 

Zij D een punt in den gegeven bg ACB, zoo dat 
koorde AD: koorde BD = m:n. Trekken we in A ABD de 
bissectrix DE van / ADB, die AB in E ontmoet, dan is 

AE:BE = AD:BD =m:n. 

Het punt B kan dus gevonden worden. Verder moet het 
verlengde van DE door het midden F' van bg AB gaan, zoo- 
dat men daaruit de volgende constructie afleidt. 

Trek uit A eene rechte AH, neem daarop AG —= m en 
GH = „, verbind H met B en trek GE || HB, dan wordt 
E in AB bekend. Vereenig E met het midden F van bg AB, 
verleng FE tot zij bg ACB in D ontmoet. Vereenig A en B 
met D, dan is bg ACB in D in de gevraagde 2 deelen verdeeld. 

Het punt D', dat ten opzichte der middellijn CMF sym- 
metrisch van D ligt, is het tweede punt, dat voldoet. Men 
heeft dan BD’: AD’ =m:n. 

De constructie is steeds mogelijk. 
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1590. Bewijs, dat in elken A de som der afstanden van het 
middelpunt van den omgeschreven cirkel tot de 3 zijden 
gelijk is aan Rr, 

Oplossing. 

Ond. M is het middelpunt van den omgeschreven cirkel 
van A ABC; MD 1, BC; ME | AC en MF | AB, 

Gest. MD ME MF=R—+r. 

Bewijs. We zullen aantoonen, dat de eigenschap waar is 
voor een scherphoekigen, voor een rechthoekigen en voor een 
stomphoekigen driehoek. 

19. In een scherph. A ligt M binnen den A. Verbinden 
we M met A, B en C, dan is de som der AA AMB, AMC 
en BMC gelijk aan den geheelen A. De punten D,E en F 


zijn de middens der zijden; dus is DE — AB = 0 enz. 
Van vierhoek AEMF' zijn de overstaande // AEM en AFM 


beide recht; om dien vierhoek kan dus een cirkel worden 
beschreven, zoodat men volgens het theorema van ProLeMrus 


heeft : ME.AF + MF. AE—=MA. EF 
c b a 
of ME. 5 MF 5 == R. 5 


Dezelfde eig. geldt ook voor de vierhoeken BDMF en CDME. 
Volgens het voorgaande is 


MD 5 JMB. LME. =I 

MES FMF. =R.f 
MD. +MF.5 Dn 
MD; +ME.$ =R.5 





(MD FME pmm), GERED pC 7 
(MD + ME 4 MP).s=R.s + I 
MD 4 ME MPR} En, 


29, In een rechth. A ABC ligt het middelpunt M op de 
hypotenusa BC en valt dus met D samen. We hebben nu te 
bewijzen : ME + MF =R—+r. 
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Merken we op, dat ME=Sj —f; mr? en 
Ris, dan vinden we: 
ME. Mr =I 
MES + ME. ts =i 
ME; =5 Bn, 
ME.5 = 5 s=R.3 





(ME J-ME)xs=RXsI 
ME {MERE =Rdr. 
30. Is Z A stomp, dan ligt M buiten den A ABO. De 


voorafgaande opmerkingen onder 1° gaan hier onveranderd door. 
De figuur brengt ons gemakkelijk tot het volgende: 


ME. + MF 5 —MD.j=l 

ME .5 + MF. =Rf 
MF. — MD. =R.3 
ME.3 —MD.; En 





(ME 4 MF —MD).s=R.s4I 
ME MF —MD —= R+ SR. 
De afstand MD is hier dus negatief. R. v. W. 


1591. Uit den top A van een A ABC zijn de mediaan AD, 
de bissectrix AF en de hoogtelijn AH naar de zijde BC 


12 
getrokken. Als nu AD = 71097, AF = 7 130 
en AH —= 12 gegeven zijn, vraagt men de zijden van 
A ABC te berekenen. J. C. Eeen. 


Oplossing. 
We beschrijven den omgeschreven cirkel, en verlengen de 
bissectrix AF tot deze den omtrek in E snijdt, dan is 
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bg BE = bg CE. Daar D het 
midden van BC is, staat ED recht- 
hoekig op BO. 

Trachten we thans de lengte 
van FE te berekenen. 

Vooreerst is 
HD =yv (AD? — AH?) = 





1 1 
== vd, — 144) = IE 
HF —=yv (AE: — AH?) = 
86 3 
Eel Aen os 
v( SAT 144) DT 
1 3 5 
FD—HD BEZ — èn = 255: 
De AA AHF en EDF zijn wo; dus 
HF :FD = AF: FE 
DA 
„ur u: FE, 
12 _ 49 
waaruit PE — (2 > % 7 Y120):3, En A 130. 
Nu zijn AE en BC twee te in F' snijdende koorden, 
bijgevolg is AF x FE = BF X CF. 
| 
Stelt men BC —=z, dan is BD = CD= 52, 
1 5 
BF = BD FD = pe — 2g en nOF= > at 2: 
Dus BF Xx CF =— AF X FE 


1 5 12 49 
(39-25) Get 2) =i 130 x gj 10180. 
Na herleiding: z° — 441 
Nije BC = 1441 es Al. 
Verder is BH—BD — HD = 10; — 58 
AB == (AH? + BH?) = (144 4 25) = 13 


CH=CD +HD= 10) + 5 =10 


AC =v (AH? + CH?) = 1 (144 4 256) = 20. 
(Zie „De Vriend der Wiskunde", L, bl. 131, no. 44 de 
constructie.) J. C. Beer, 
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1592. In A ABC is H het snijvunt der hoogtelijnen. Indien 
D, B en F' respectievelijk de middens zijn van AB, 
BC en AC en L, K en G respectievelijk de middens 
van CH, AH en BH, vraagt men te bewijzen: 
DGR 
29. DL, GF en EK deelen elkaar middendoor. 
(Cadet 1898.) A.G Deus 

Oplossing. 


Laten AA’, BB' en CC’ de hoogtelijnen zijn. 

Verbindt men D met F en G, en L eveneens met F en G, 
dan is DGLF' een rechthoek. 

Immers DG verbindt de middens van AB en BH; derhalve 


is DG || AH en = AH = KH. 


Zoo is ook GL j] BO en — ; BO — BE. 


Daar AH en BC rechthoekig op elkaar staan, is dit ook 
waar van DG en GL. 


Eveneens blijkt: DF —= 5 BC en FL =3AE en |/ AH. 


Uit een en ander volgt, dat DGLF' een rechthoek is. 

Men kan op gelijke manier bewijzen, dat D, E,‚L en K 
de hoekpunten van een rechthoek zijn. 

In een rechthoek zijn de diagonalen gelijk, terwijl zij elkaar 
tevens middendoor deelen. Dus heeft men: 

10, DL =GF en DL = EK; derh. DL = GF = EK. 

20, DL, GF en EK deelen elkaar in O middendoor. 

Alle inzenders. 


Opmerking. Uit O kan een cirkel worden beschreven, die 
door de punten D,G, HE, L, F en K gaat. Hij gaat tevens 
door de voetpunten der hoogtelijnen en draagt. den naam van 
negenpuntscirkel (Zie VAN BreeN, Merkw. punten en lijnen 
van den vlakken A, 2e druk). 

De lijnen DL, GF en EK zijn gelijk aan den straal van 
den omgeschreven cirkel. Is M het middelp. van dien cirkel, 


dan bewijst men: A MEF A HAB; EF = 5 AB; 
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ME — AH = FL; dus AGFL 2 ABME en GF = BM =R, 
Bi vs We 
1 


Zoo is OL =-DL = zR == Straal 9-puntecirkel. 


He 


1593. Om een cirkel zijn 2 AA ABC en ABC’ beschreven, 
zoo dat de zijden van den eenen // loopen met die van 
den anderen (AB // BA’, BC (/CB', AC // C'A/). 
Door de sniĳding dier zijden worden 6 AA (ADE, 
CDF, BFE, AED’, CDF en BFE) gevormd. Bewijs, 
dat het gedurig product der oppervlakken dier 6 A A 
en der 2 gegeven AA gelĳĳk is aan de 16e macht 
van den straal R van den gegeven cirkel. H. Srersma. 
Oplossing. 

Beide driehoeken ABC en ABC zijn gelijkvormig , omdat 
ze de hoeken gelijk hebben; (de zijden loopen 2 aan 2 even- 
wijd'g). Uit die evenwijdigheid volgt DB'D'B is een ruit: 
evenzoo CHCE' en AFA'F’. Hieruit laat zich gemakke'iĳk 
adeiden, dat de driehoeken ADE en A'D'E', EB'F en E'BF’, 
FCD en FCD congruent zijn, terwijl al de ontstane A A 
gelijkvormig zijn. (Misschien nog eenvoudiger, als men uit- 
gaat van den om den cirkel beschreven zeshoek DEFD'EF, 
welks zijden 2 aan 2 evenwijdig en dus geliĳk zijn ; enzv.) 
Noemen we nu de zijden van A ABC resp. a, b en c‚ dan 


is de straal R van den ingeschreven cirkel = 


Omdat A ADE gelijkvormig is met A ABC, zullen hun 
overeenkomstige zijden evenredig zijn en tevens die zijden 
evenredig zijn met de omtrekken. Noemen we de zijden van 
A ADE nu a’, b, €, de halve omtrek s’, dan is de straal van 
den gegeven cirkel als straal van den aangeschreven cirkel 


voor A ADE: R— CPP- Et AH =s’; maar in A ABO 

is AH—s—a; dus is s—=e —a; ook was s:s=a:d, 

dus (s —a):(s —a)=—=s:s'’, dus he en voor 
6 — a)? 


8 ==8— a nemende: s — a’ == ramen: derhalve: 
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_ opp. AADE. Be 
R = Gean ; dus opp. A ADE =S 
s 
_b? 
Geheel op dezelfde wijze blijkt, dat opp. A B'EF = ee b)° 


en 2 
EE de andere driehoeken zijn 


en opp. A FCD = 
hieraan respectievelijk gelijk; we vinden nu voor: 
opp. A ABC.opp. A A’'B'C'. opp. A ADE.opp. A EBF. 
opp. A FCb'.opp. A ADE .opp, A BEF. opp. A CFD = 
R(s—a)? R(s—b)t R(s—c)* R(s—a)* R(s—b)? 
ggn eh 8 


rm dE Be EA 


4 
n ADR 
Bed CD IN 
8 s*,s® ‘8 
=R8.R? =R!6, wat bewezen moest worden. 
H. SrersMma JR. 


1594. Bepaal de verhouding der diagonalen AC en BD van 
een koordenvierhoek ABCD. 
Oplossing. 

Merken wij op, dat men met dezelfde zijden AB — a, 
BO =b, CD =e, AD =d in een cirkel drie verschillende 
koordenvierhoeken kan beschrijven, dan ontstaat b.v. de 
vierhoek ABCD’ uit ABCD, door de zijden c en d onderling 
te verwisselen, terwijl door verwisseling van a en d de vier- 
hoek A'BCD ontstaat. Nu zijn achtereenvolgens de 3 zijden 
a, c en d tegenover b geplaatst. De verwisseling van 2 
overstaande zijden verandert niets aan den vorm van den 
koordenvierhoek , dus kan men niet meer dan 3 verschillende 
koordenvierhoeken met dezelfde zijden verkrijgen. 

Nu hebben ABCD en ABCD' de diagonaal AC gelijk (aan 
A ABC is niets veranderd), terwijl ABCD en ABCD de 
diagonaal BD gelijk hebben (aan A BCD is niets veranderd). 
Eindelijk is ook nog diagonaal BD' = diagonaal A!C, want 
AB =A'D==a en AD'= DC =c. Deze koorden onderspan- 
nen gelijke bogen, dus is ook bg BCD —= bg A'BC of 
/BAD'=/ A'DC, dus ABAD A ADC en BD = AC, 
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Past men nu het theorema van Proremeus toe, dan vindt 
men in vierhoek ABCD': BD’ x AC == ad + be, en in vier- 
hoek A'BCD: ACXCD=ab ded, dus heeft men ook: 
BD'XAC : ACXBD = (ad + be) : (ab Hed). Omdat nu 
AC =BD' is, volgt: AC: BD = (ad + be): (ab + ed). D.i: 
In een koordenvierhoek verhouden de diagonalen zich als de 
sommen van de producten der zijden, die in hare uiteinden 
samenkomen. R. v. W.; Bone; H. pe Veres. 

Tweede oplossing. 

Trek door B // AC een lijn, die het verlengde van DC 
snijdt in E,‚ en door C // DB een lijn, die het verlengde van 
AB snijdt in F. 


Nu is L ADB = ; bg AB—/ ACB —/ CBE 
en ZL BAD =180° —/ BCD =/ BCE 
dus AADBx A CBE, 


dus: AD:BC =AB:CE, dus CE ASS (Ĳ 


L CAD = „bg CD = £ CBD = / BCF. 


LL ADC — 180° — / ABC —=/ CBF 
dus A ACD A CEB, 
BC. CD 


dus: AD:BC=CD:BF, dus BES SD veder Pee (2) 
Uit A ADB A CBE volgt verder / ABD = / BEC 

en uit A ACD ACFB „ RR ZACD == ZEBEO 

maar Z ABD —= , bg AD = Z. ACD, dus 

_ZBEC=/ BFC of / BED = / AFC dus 

L BDE — 5 bg BC —/ CAF ADBExm A ACF 


dus: AC:BD == AF:DE = (AB + BF): (CD +4 CE). 
Substitueeren we hierin de waarden voor BF en CE der 
vergelijkingen (2) en (Î), dan komt er: 
BC.CD 





RE Dae ABT ADL BO. OD 
TNTL ARRA 
BD op 5-B0 OD.AD + AP. BO 


waarmede de gevraagde verhouding gevonden is. H. B, Bone. 


128 


Derde oplossing. 


ABCD is een koordenvierhoek, waarvan de diagonalen 
elkaar in O snijden. Laten we uit A, B, C en D de lood- 
lijnen AE, BF, CG en DH neer op de tegenover het hoek- 
punt gelegen diagonaal. Zij / AOB = / COD scherp, dan 
valt E op BO, F op AO, G op DO en H op CO. 

We hebben nu: A AOEmo A BOFm A COG A DOH, 
want de // bij O zijn gelijk, terwijl ze alle bovendien nog 
een rechten hoek hebben. Uit deze gelijkvormigheid volgt de 
evenredigheid: AO:AE =BO:BE =CO:CG=DO0: DH. 

En hieruit volgt weer: 

(AO + CO): (BO + DO) = (AE + CG) : (BF + DH) 
of AC: BD =(AE +CG):(BFE + DH) ... (1) 

Volgens de stelling: Het produet van 2 zijden van een A 
is gelijk aan het product van de hoogtelijn op de derde zijde 
en de middellijn van den omgeschreven cirkel, hebben we: 


8 AB x AD 
in A ABD: AL 
AB x AC 
in A ABC: BF S ron dek 
: BC x CD 
MÂ BODEN er Re 5 
8 CD x AD 
LN GDArT DHS Ton an 
Voor de evenredigheid (1) kunnen we dus schrijven : 
AGEBD=S 
ABXAD ,BCXCD, (/ABXBC CD xAD 
ml tar en 


of: AC: BD = (AB Xx AD + BC Xx CD): (AB x BC + CDxAD). 
In woorden: De diagonalen van een koordenvierhoek zijn 

evenredig met de sommen van de producten der zijden, die 

in hare uiteinden samenkomen. À. LENSTRA. 


Vierde oplossing 
Men heeft: 
AC.AB.BC = 4R. A ABC 
AC.AD.DC =4R. A ACD 
AC(AB.BC 4 AD.CD) =4R. ABCD... (I) 
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BD.AB.AD == 4R. A ABD 
BD.BC.CD =4R. A BOD 


RBD(AB ADH BOSCD) == 4R, ABCD Bean. (2) 
Uit (1) en (2) volgt nu (1) = (2) en 
AC:BD =(AB.BC + AD.CD):(AB. AD + BC. CD). 
J. GRAVER. 
Zie ook „De Vr zon der Wiskunde”, XIII, 1898, bl. 146, 
alwaar J. De BerroN de diagonalen berekend heeft, A men 
volgens die berekening na herleiding ook heeft: 
_V (a? + b2)ed + (ec? Hd?) ab 
AC Rab cd _ ad + be 
BD 7 NE A/ (a? Hd?) be + (B? + e*)ad Tab + ed 
ad + be 
J. Hommes, 


1595. Voor welke meetbare waarden van a en 5 heeft de ver- 
gelijking (9 + 4r/5) a? — (3 H-v/5) 2 HJ (a HJ by 5) = 0 
twee gelijke wortels? Voor de bedoelde waarden van 
a en 5 kan uit het eerste lid de vierkantswortel getrok- 
ken worden; welke is die wortel? (K. M. A, 1898.) 

Oplossing. 
Als de vergelijking (94-415) 22 (3/5) 2(ad-br 5) == 0 

2 gelijke wortels heeft, moet (9J-41 5)? (3 5) H-(atbr 5) 

een vierkant zijn. Men mag dus stellen : 

(OH 45)? — (3 HVO) 2 H (a HbvD) = (pe — q)? 
= pta? — pgr +q°. 
== + 4D p=. 
pg == 5 
BSL Sl ö BFB) 25) ei 
BED (25) 2 vei 
q? En zj jb =ahs. es D= 
De wortel uit het eerste lid is nu: 
pe —q=(l2 dr) zel 
3rvöò _ 83rvö 

29445) 1885 

SIJKO; LENsTRA; GRAVER; Hommes; R. v. W‚; H. B. Bone. 

De Vriend der Wiskunde. XIV, 9 


waarin & = 
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1596. Iemand houdt van zijn inkomen maandelijks f 10 over, 
welke hij in een spaarbank wenscht te beleggen. Deze 
spaarbank schrijft telkens na verloop van 2 maanden 
de verschenen rente, naar den maatstaf van 3 °/, ’s jaars, 
bij het tegoed van den inlegger, Welk verschil maakt 
het nu voor den inlegger op zijn tegoed na een tijds- 
verloop van 5 jaren, of hij bij het eind van elke twee 
maanden f 20, dan wel bij het eind van elk halfjaar 
{ 60 inbrengt? (K. M. A. 1898.) 

Oplossing. 
Wanneer hij om de 2 maauden f 20 belegt, dan zijn er in 
de 5 jaar of 60 maanden 30 inlagen. Hiervan geven de eerste 


Ests 
29 alleen rente. Tegen 3°/, 'sjaars, of z le in de 2 maan- 


den, wordt de som van al die inlagen met hunne renten: 

f 20 + 1,605 Xx f 20 + 1,005? Xx f20 H.... + 1,00529 Xx f 20. 

In deze meetk. reeks is a == 20, r==1,005, n= 30, dus is 

a (r"—1) 20 X(M005%—1) En 

A Titi 200 x20x(1,0035%®—1) 
= 4000 Xx (1,0053%° — 1) gulden. 

Wanneer hij om de 6 maanden f 60 belegt, zijn er 10 in- 
lagen. Hiervan geven de eerste 9 rente. De voorlaatste wordt 
1,005® Xx f 60, de daaraan voorgaande 1,005% X f 60 enz, 
enz. ; de eerste 1,005°7 x f 60, dus de som: 

60 + 1,005% x 60 +1,0056X 60 +... + 1,005°7 Xx 60. 
Hier is a—= 60, r=—=1,005% en n—=10, dus 
_a(r"—1) 60 X(1,005%°— 1 
EE ENE 

Herste belegging. 
log 1,005 == 0,00216606 


EK 
log 1,0053° — 0,0649818. 


1,00530 = 1,1614; 1,005%0 — 1 == 0,1614. 
log (1,0053° — 1) = 0,2079035 — 1. 
log 4000 — 3,6020600. 


nn 


S De berekening wordt: 





log S — 2,8099635. 
S — f 645,60, 
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Tweede belegging. 
log 1 ‚005 == 0,00216606 log (1,005%° — 1) — 0,2079035 —1 


—_____———X8 
log 1,0055— 0,00649818 log 60 — 1,7781513 
1,005% — 1,015075 0,9860548 


1,0053 — 1 = 0,015075; _ log (1,005% — 1) — 0,1782573—2 


log $ —= 2,8077975 
S — f 642,388 — f 642,39. 


De eerste belegging is dus / 645,60 — f 642,59 = f3,21 
voordeeliger dan de tweede. 
R. v. W.; Lenstra; H. pe Vrins. 
1597. Herleid tot de eenvoudigste gedaante : 
Vs vra) (8 3-2) 
[138 26 — Grt 26) k 
(Cadet 1898.) 
Oplossing. 
In den teller is v8—v3 +12) v(3 4-3 —v2), 
zoodat de teller een negatief’ getal voorstelt. 
In den noemer is 13 42/6 ) 61v (4 + 2/6), zoodat hij 
positief’ is. 
De gegeven vorm is dus negatief. Men heeft nu 
v(3-r3trv2)-rv(8tr3—-r2) 
VIB 426 — Ov (4 +2 6) 
re BvD Brrr)! 


13/6 — 6 (4 26) 
52 J 81/6 — 24 (4206) 


rt 13 + 2/6 — 6v (4 J- 216) 
== va 
(We onderstellen, dat alleen de reöele positieve p” uit 4 
bedoeld wordt.) Bone ; LENSTRA ; SIJKO; 


F. MansveLt Beck; R. ERA 7. en 
1598. Los rz en y op uit: 
Vla) —-vVv(y-) =vy 
en vb) Jv(yg—-e) =vy. H.Stersma. 
(Hers, LaAnkereN Marrues & Tescu, S 58, 67.) 
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Oplossing. 
Schrijven we beide vergelijkingen in den vorm: 
vla) = vyd rg) en VO) =vy — V(Y-e) 
dan wordt: 
ame) vb) = [ry Hr me)| jo — vg) 
v (ar) (bet) =y — (yr) =T 


ab—(ad-b)ar dr =r° 
ab 


waaruit # = Ge), 
Tellen we beide overeenkomstige leden samen , dan wordt 
v(a—z) + v(b—z) = 2 en door substitutie van z 


a? Vv b2 
roa ero 
ab 
—=W(atb)=y, dus ys 


4 
H. SreRSMA. 


atb 
L (a + b) 


1599. Los x en y op uit de vergelijkingen : 
log (@ +) + log (w — y) = log a 
en log z J-logy = log b. 
(Veeartsenijschool 1891.) 
Oplossing. 
Voor de gegeven vergelijkingen kan men schrijven : 
log (# +4) (@ —y) =log a 
en log zy = log b. 
Men heeft alzoo: (@ +4) (# —y) ==? —y* =aenay=b. 


b 
Uit zy =d volgi: y= ze Deze waarde overgebracht in 


vt —y* =a geeft na herleiding: #* — ar? —b? =0, 
' 1 1 ay (a? + 462) 
ee nr 2) me 
waaruit x =jet V (Ge +4) 5 on: 
Wijl de negatieve getallen geen logarithmen hebben , zoo 
kunnen ©, y,‚2 ty en & —y geen andere dan positieve ge- 
tallen voorstellen. 


Î 
Bijgevolg is #° = 5 |a dd U(a? + 462) | 


e= Vetere + 402) | 
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y= 2: Vl |2a +2 (at +402) 
Rave w: 


1600. Als de wortels eener vierkantsvergelijking gelijk zijn aan 


7 E (a? — b?), met welke waarden moeten dan deze 


wortels vermeerderd of verminderd worden, om den 
tweeden term te doen verdwijnen ? 
(Veeartsenijschool 189'.) 

Oplossing. 

Wanneer men in de vergelijking Ax? 4 Br + C —= 0 
tv — Yp stelt, dan krijgt men een nieuwe vergelijking in 
Y, wier wortels p eenheden grooter of kleiner zijn, dan de 
wortels der gegeven vergelijking, naar gelang p negatief of 
positief is, 

Door substitutie heeft men dan 

Ay dp)? +By4p) + C=0 
of na herleiding 
Ay? + (2Ap + B)y + (Ap? + Bp JC) =0. 

Om den ?den term dezer vergelijking te doen verdwijnen, 

moet men dezen term gelijk nul stellen en men vindt dan: 
2Ap +B=z=0 
D= dus je 

Wij hebben nu dezen regel: 

Ter verdrijving van den tweeden term uit eene vierkants- 
vergelijking (die op nul herleid is) moet men de wortels ver- 


meerderen met den coëfficient van den tweeden term gedeeld 
door tweemaal den coëfficient van den eersten term. 


Î El 
Daar nu de wortels der vergelijking zt (a? —bì) zijn, 


is de vergelijking 


2a a? — (a? — b)? 
eneen 
zoodat wij de wortels 
2a 
Kit a 
vermeerderen moeten met — EET 


x 5 dq 
òf verminderen met —. 
b F. MansveLt Brcr. 
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HET MACHTPUNT VAN DRIE CIRKELS. 


1. De macht van een punt. 


Als door een punt P, buiten een cirkel M gelegen, een lijn 
wordt getrokken, die den cirkel in twee punten S, en S, 
snijdt, dan zal het product PS, Xx PS, dezelfde waarde be- 
houden, wanneer de lijn om het punt P draait. 

Die standvastige grootheid PS, x PS, noemt men de 
macht K? van ket punt P ten opzichte van den cirkel M. 
Duidt men den afstand van P tot het middelpunt M aan door 
d, den straal des cirkels door #, dan is 

kt =d? —r2, 


De grootheid blijft dezelfde waarde behouden, als de sniĳlijn 
komt in den stand PT, waarin de punten S, en S, zijn — 


samengevallen, m. a. w. als de snijlijn raaklijn geworden is. 
Alsdan is Ls 

De grootheid k wordt dus voorgesteld door de raaklijn, uit 
P aan den cirkel getrokken. 

Ligt het punt P binnen den cirkel, dan is het product 
PS, x PS, nog altijd standvastig voor alle snijlijnen, die door 
P gaan. Maar in dit geval is de richting PS, tegenge- 
steld aan de richting PS, ; de getallen, die de lengten 
van PS, en PS, aanduiden, moeten dan tegengesteld teeken 
hebben , zoodat het genoemde product PS, x PS, negatief is. 
Ook in dit geval wordt de grootheid k? —= PS, x PS, de 
macht van P ten opzichte van den cirkel M genoemd. 

TL. De macht k? vaneen punt P ten opzichte 
van een cirkcl M is positief of negatief, 
al naarmate het punt buiten of binnen den 
cirkel ligt. 

Blijft men den afstand van P tot M d, en den straal 
noemen , dan is ook nu nog k? =d? — r?, 

d is kleiner dan r; d? —r? is dus wel degelijk negatief. 

De koorde SS’, die in P op PM loodrecht staat, wordt 
in P middendoor gedeeld. Nog altijd ís 

ke EN AN 
Noemt men de lengte van PS,’ en PS,’ me, dan is een der 


d 


en 
El 
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segmenten PS,’ en PS,’ gelijk aan + m, het andere gelijk 
aan — m; dus k2 = — m? 
kml. 


In dit geval wordt de grootheid £ dus voorgesteld door mm, 
wanneer m wordt opgevat als imaginaire grootheid. 

Doorloopt het punt P eene lijn MN, die door het middel- 
punt gaat, en begint het zijne beweging in het middelpunt, 
dan is dat punt de macht k? —= — «°°. 

De macht k? groeit vervolgens aan tot ze in het snijpunt S 
met den omtrek gelijk O wordt. Dan wordt de macht posi- 
tief en blijft steeds aangroeien, tot ze voor het oneindig ver 
gelegen punt van de lijn oneindig wordt. 

HT. De macht van een punt ten opzichte 
van een cirkel M kan alle waarden hebben, 
die begrepen zijn tusschen — r? en positief 
oneindig groot (+ oo). 

HI. De macht ten opzichte van een cirkel 
M is dezelfde voor alle punten, waarvoor 
de afstand d tot het middelpunt dezelfde 
BR. we: 

IV. De punten, die dezelfde macht hebben 
ten opzichte van een gegeven cirkel M,lig- 
gen opeen cirkel, die met M concentrisch is. 


2. De machtlĳn van twee cirkels. 


Als twee cirkels M en N gegeven zijn, zullen de machten 
k* en Kk’? van een punt P ten opzichte van die twee cirkels 
in het algemeen verschillende waarden hebben. 

We kunnen nu vragen of er punten bestaan, die ten op- 
zichte van beide cirkels dezelfde macht hebben; en zoo ja, 
wat dan de meetkundige plaats is van die punten. 

Als die meetkundige plaats bestaat, zullen we haar noemen 
de machtlijn van de beide cirkels. We beginnen met de op- 
merking, dat als een punt dezelfde macht zal hebben ten 
opzichte van twee cirkels -en het is binnen den eenen cirkel 
gelegen, dat het dan ook binnen den anderen cirkel zal moe- 
ten gelegen zijn, want een negatieve grootheid kan niet gelijk 
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zijn aan een positieve. HEvenzoo zal het buiten beide cirkels 
gelegen moeten zijn, als het buiten den eenen ligt. 

Dan valt ook licht in het oog, dat als het punt op den 
eenen cirkel ligt, dat het dan ook op den anderen cirkel moet 
liggen. Het heeft dan ten opzichte van beide cirkels de 
macht 0. We zien hieruit, dat bij twee elkaar snijdende 
cirkels M en N de snijpunten T, en T, punten van de 
machtlijn zijn. 

V. De machtlĳn van twee elkaar snĳdende 
cirkels is hun gemeenschappeliĳĳke snĳliĳn. 

Dat alle punten van de gemeenschappelijke sniĳlijn T,T, 
punten van de machtlijn zijn, valt van zelf in het oog. 

Immers voor elk punt P, binnen of P, buiten die cirkels 
van die sniĳlijn is 


kr=P;S, XP,Ss == Bil X Bil 
of kt =P,S, XPS, =P; TX PT Be 
(als SS, en S, op cirkel M; Ss’ So, Ds COS S ROD 


cirkel N liggen). 

Nu blijft nog over te bewijzen, dat elk punt Q buiten die 
sniĳlijn verschillende machten heeft ten opzichte van de cir- 
kels M en N. 

Zij Q cen punt buiten de gemeenschappelijke snijlijn TT, 
van de cirkels M en N. 

Ïrek door Q drie lijnen; eene die M snijdt in S, en S,; 
een andere die N snijdt in 8,’ en S,’ en eene door T’. Deze 
kan niet tevens door T, gaan, maar moet M snijden in een 
punt U, en N in een ander punt U. Nu is de macht Z? 
van Q ten opzichte van M gelijk aan QS, x QS, of ook 
gelijk aan QT, x QU. 

De macht K? van Q ten opzichte van N is gelijk aan 
QS, POS ofnaankO Te ODE 

De producten QT, Xx QU en QT, Xx QU’ zijn ongelijk, om- 
dat ze een gelijken factor QT, hebben en de andere factoren 
QU en QU ongelijk zijn. 

Hierdoor is stelling VI bewezen. 

Als de cirkels elkaar niet snijden, dus geheel buiten elkaar 
of geheel binnen elkaar liggen, is de machtlijn nog altijd 
eene rechte lijn , die loodrecht op de centraal staat. 
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Zij kan in geen geval de cirkels snijden, want als zij den 
eenen cirkel sneed, dan zou voor dat snijpunt de macht ten 
opzichte van dien ec'rkel O zijn; maar dat snijpunt kan niet 
tegelijk op den anderen cirkel liggen, dus ten opzichte van 
dien cirkel zou de macht van O verschillen. Im ieder geval 
ligt de machtlijn dus geheel buiten de beide cirkels, 

Nu vinden we de bedoelde lijn gemakkelijk, als we ons 
herinneren , dat voor elk harer punten de raaklijnen aan beide 
cirkels getrokken gelijk moeten zijn. 

Laat M en N de twee cirkels zijn, met de stralen R en r, 
en P een punt van de machtlijn, zoodat de raaklijnen PT en 
PT' gelijk zijn. Dan is PM? —R? =PN? — rr? 
dus PM? — PN? =R? — r? = constant. 

Deze laatste betrekking moet bestaan voor elk punt P van 
de machtlijn. De machtlijn is dus dezelfde als de meetkun- 
dige plaats van de punten P, waarvoor de kwadraten PM* 
en PN? een standvastig verschil R? — r? hebben. Maar die 
meetkundige plaafs kan niet anders zijn dan de loodlijn PZ, 
uit P op de centraal neergelaten. Immers voor elk punt P 
van die loodlijn is het verschil 
PM? — PN? —= (PZ? + MZ?) — (PZ? + NZ?) = MZ2— NZ? = 
constant, en daar we nu aan den eenen kant bewezen hebben, 
dat PM? — PN? gelijk is aan R? — r?, aan den anderen kant, 
dat het gelijk is aan MZ? — NZ?, volgt daaruit dat 

| MZ? — NZ? =R? — r?, 

De machtlijn der beide cirkels M en N is dus eene lijn, 
die loodrecht staat op de centraal, en wel in een punt Z, 
dat zoodanig gelegen is, dat MZ? — NZ? = R? —r* ,, (l) 

De voorwaarde (1), waardoor de plaats van het punt Z 
bepaald wordt, kunnen we eenvoudiger voorstellen, als we 
den afstand MN der middelpunten 2a, den afstand OZ van 
Z tot het midden O van MN d noemen, want dan is 

MZ? — NZ4* = (MZ + NZ) (MZ — NZ) —= 2a X 2d == 4ad. 





Dus Aad = (RH) (R —r) 
NE (R 4-7) (Rr) 
EEE 


Daar de geheele redeneering ook geldt voor elkaar snijdende 
cirkels, kunnen we zeggen: 
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VI. De machtlĳn van twee cirkels is eene 
loodlijn op de eentraal. 

Het voetpunt is gelegen aan den kant van den kleinsten 
cirkel (want PM is noodzakelijk grooter dan PN) en van het 
midden der centraal verwijderd op een afstand , die gelijk is 
aan de vierde evenredige tot 4a, Rr en R—r. 

De stelling VI volstaat voor de constructie van de macht- 
lijn. In de praktijk kan men echter beter aldus te werk gaan. 

Laat M en N de cirkels zijn, waarvoor men de machtlijn 
wil construeeren. Construeer dan een willekeurigen cirkel P, 
die deze beide cirkels snijdt en trek de gemeenschappelijke 
snijlijnen T‚T, en T'T,. Het snijpunt S van die lijnen is 
een punt van de gevraagde machtlijn. 

De waarheid hiervan blijkt eenvoudig hieruit, dat 

ST, ST =S PDE 

Men kan nu uit S een loodlijn op de centraal neerlaten of 
met behulp van een tweeden cirkel een tweede pnnt van de 
machtlijn construeeren. 


3. Het machtpunt van drie cirkels. 

VIT. Er bestaat één punt, en niet meer dan 
één, dat dezelfde macht heeft ten opzichte 
van drie gegeven cirkels. 

Laat M‚,M,, M, de gegoven cirkels zijn, K, de macht- 
lijn van M,‚ en M,, K, die van M, en M,, en S het snij- 
punt van die lijnen. Dan heeft S dezelfde macht ten opzichte 
van de drie cirkels. Want, omdat S op K, ligt, zijn de raak- 
lijnen ST, en ST, uit S aan M‚ en M, getrokken onderling 
gelijk. En omdat S op K, ligt, zijn de raaklijnen ST, en 
ST, uit S aan de cirkels M, en M, getrokken onderling ge- 
lijk. Daaruit volgt, dat ook de raaklijnen ST, en ST, gelijk 
zijn, m.a.w. dat S dezelfde macht heeft ten opzichte van de 
cirkels M‚ en M,. Wat vro moesten bewijzen. 

We kunnen nog zeggen, dat S lig op de machtlijn van de 
cirkels M‚ en M,. Daardoor kunnen we stellling VIT ook 
nog aldus uitdrukken: 

VIJL De drie machtlĳnen van drie gege- 
ven cirkels gaan door één punt. 

Dit punt heet het machtpunt van de drie cirkels. 


# rk 


# 
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4. De raaklijn T aan een kromme lijn K geeft de richting 
aan, die de kromme in het raakpunt S heeft. Vandaar dat 
men onder den hoek, waaronder twee kromme lijnen K,‚ en 
K, elkaar snijden, den hoek verstaat, dien de raaklijnen 
ST, en ST, in het snijpunt S met elkaar maken. 

Dit geldt ook voor cirkels. Onder den hoek, waaronder 
twee cirkels elkaar snijden, verstaat men den hoek, dien de 
raaklijnen in het snijpunt aan die cirkels getrokken, met 
elkaar maken. Zijn die raaklijnen rechthoekig op elkaar, dan 
zegt men, dat de cirkels elkaar rechthoekig snijden. 

Daar bij de cirkels de stralen van het raakpunt rechthoekig 
op de raaklijnen staan, zullen bij elkaar rechthoekig snijdende 
eirkels de stralen van het snijpunt ook loodrecht op elkander 
staan. De straal SN van den eenen cirkel N is raaklijn aan 
den anderen cirkel M. Eindelijk kan men ook nog zeggen, 
dat de raaklijn in het snijpunt S van den eenen cirkel door 
het middelpunt van den anderen gaat. 

Als K de machtlijn is van de cirkels M en N, en men trekt 
uit een punt P van K de raaklijnen PT en PT’ aan die cirkels, 
dan zijn, zooals boven opgemerkt is, die raaklijnen gelijk. 
Men kan dus het punt P opvatten als het middelpunt van een 
cirkel, die de raaklijnen PT = PT’ tot straal heeft. Volgens 
het voorgaande snijdt deze de beide gegeven cirkels M en N 
rechthoekig. Hieruit volgt: 

VOL. De machtlĳn is de meetkundige 
plaats van de middelpunten der cirkels, die 
twee gegeven cirkels rechthoekig sniĳden. 

Verder: 

IX. Er bestaat één cirkel, die drie gege- 
ven cirkels onder rechte hoeken snijdt. 

Deze cirkel heeft het machtpunt tot middelpunt en de raak- 
lijnen, uit het machtpunt aan de cirkels getrokken, tot straal. 

Deze eirkel heet de orthogonaal-cirkel van de gegeven cirkels. 

| T. BRANDENBURG. 

ERRAT A. 

Op bl. 36 bij no. 408 invoegen: Opmerking. Dewijl met 
v (2e? J-3r—8) de positieve wortel bedoeld wordt, verval- 
len z, en r,. 
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EXAMEN-VRAAGSTUKKEN. 


Eind-Examen Gymnasium Doetinchem, 1898. 
AS 


1. Vereenvoudig den vorm: 
(OJ 475) (9 — 415) (9 — 4D) PE 


(737) VT — 315) — (1 — 35) (1 + 315) 
2. Zoek een getal van 3 cijfers, als daarvan bekend is: 


dat het cijfer der honderdtallen 5 is van het getal uit do 


beide andere cijfers bestaande ; 

dat het cijfer der eenheden twee minder is dan het cijfer 
der honderdtallen ; 

dat het geheele getal geliĳk is aan 49 maal de som der 
drie cijfers. _ 

3. Welke zijn de wortels der vergelijking 

vu? — 8v J 31) + (2 — 4)? =5. 
A 
1. Welke waarde heeft x in de vergelijking 
v(3r — 2) Hv (er H- 8) = 1 (Er J- 8). 
2. Er zijn drie vaten A, B en C, die ieder eene hoeveel- 


heid water bevatten. Uit A tapt men 5 van het daarin aan- 


S ; 1 
wezige water en stort dat in B; nu tapt men uit B z ven 
het water, dat er zich nu in bevindt en stort dat in C; ein- 

1 PE 
delijk tapt men uit C z van het water, dat er nu in Is, en 


stort dat in A. Als men thans bevindt, dat A en B ieder 
63 L. water bevatten en dat in C 60 L. aanwezig is, hoe 
veel was er dan oorspronkelijk in ieder vat? 

8. Welke zijn de wortels van de vergelijking : 

(Bx +2) (@ —5)— (Ar —1) (2 H5) =— MOP 
zb 

1. Welke zijn de waarden van x,‚ die voldoen aan de ver- 
gelijking v (3x J-7) Hv (2 —2) =v(l0e J 6). 

2. Een heer verdeelt zijn vermogen op de volgende wijze 


aan zijn neven: de eerste neef ontvangt f 1000, met g van 
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het overige der nalatenschap ; dan ontvangt de tweede f 2000, 


met : van hetgeen nu nog over is; de derde ontvangt f 3000, 


met E van het dan nog overblijvende en zoo ook de volgende 


erfgenamen telkens f 1000 meer dan de vorige met : van het 


overblijvende. Als nu bij de verdeeling blijkt, dat alle erf- 
genamen evenveel ontvangen, wordt gevraagd naar de grootte 
der erfenis, het aantal erfgenamen en ieders aandeel. 
3. Welke zijn de wortels van de vergelijking 
3z? + 4r — yv (3o? Ar — 6) == 162 P 


De 
1. Zoek de waarden voor #, welke voldoen aan de verge- 
lijking B(T2 — 7) —B(16 — zr) —=2, 


ader la?—zx?)  2a 
ade —yv(a? —e) Ta 
3. Welk is het kleinste getal, dat door 8 gedeeld 3, door 
9 gedeeld 1 en door 11 gedeeld 7 overlaat. 
4, Nederland had in 1834 twee en een half millioen in- 
woners en heeft er in 1898 vier en een half millioen. Met 
hoeveel percent is gemiddeld jaarlijks de bevolking toegenomen ? 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1581 —1600 zijn ingezonden door : 
ANG rd B, 1587, 
F. Mansfelt Beck, 1581, 83, 84, 86 —95, 97—1600. 
H. B. Bone, 1582, 85, ‘86, 87, 89—95, 97—1600. 
C. Brug, 1582, 86, 92, 94, 99, 
W.H. Deelman, 1582—84, 86, 87, 89, 91—93, 95, 96, 98, 99. 
J. Graver, 1582—84, 86, 87, 89, 91, 92, 94—96, 98, 99. 
W. Hielkema, 1582, 92. 
J. K. Hommes, 1581—1600. 
P. Hoogenraad , 1583, 87, 89 —92, 97, 98. 
A. Lenstra, 1581—84, 86—99. 
J. C, Moerdijk, 1583, 84, 86, 89, 92, 95, 98, 99. 
Bijko, 1581, 83, 84, 86, 89, 95, 97—99, 
H. de Vries, 1582, 84, 86, 87, 89—92, 94— 96, 98 —1600, 
R. v. W., 1581—84, 86 —99, 


2. Los op de vergelijking 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Augustus 1899 franco 


1621. 


bij den Redacteur A. J. vAN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


’s Morgens te 8 uur ging P van A naar B en legde 


4 KM. per uur af. Later ging Q,‚ die 5 KM. per uur 
aflegt, langs denzelfden weg van B naar A. Op het 
oogenblik, dat P en Q elkander voorbijgingen, had 


P 5 van den geheelen weg meer afgelegd dan Q, en 


3 1 „e 
50 min. later was P 1 maal zoover van A verwijderd, 


3 
als Q van B. Hoe laat was Q vertrokken ? 
(Hoofdacte, Arnhem 1898.) H. VERHAGEN. 


2. Kan, als men v/3 en v/2 ver geno.g benadert, ’t ge- 


beuren , dat vroeg of laat de overeenkomstige decimalen 
in beide worteltrekkingen gelijk worden ? b.v.: 
Oet 2318567 enz, 
va ==, den AOLGO 


_ (WrisserinkK; Ve Verz. S 20, No.2.) H. VERHAGEN. 


1623. 


1624. 


1625. 


1626. 


Van 3 op elkaar volgende getallen is het middelste 
eene volkomen tweedemacht. Bewijs, dat het gedurig 
produkt dier getallen deelbaar is door 60. 

(WisseLiNk, IVe Verz. $S 30, No. 5.) H. VERHAGEN. 
Als men het gedurig produkt 300x3802X304 X. „Xx 2000 
deelt door 12240, wat is dan de hoogste macht van 30, 
die op het verkregen quotient deelbaar is? 

(R. v. WAGENINGEN Pz.. Vr. en Opg. over de theorie der 
Rek. , III, bl. 55.) H. VERHAGEN. 
Iemand koopt twee stukken laken à,f 4,50 en à f 4 


den M Hij betaalt het le stuk met guldens en het. 


2e met rijksd,, samen 260 geldstukken. Hoe lang zijn 
de stukken, als het le hem f 20 minder kost dan het 2e? 
(N. L. W.A. GraverAar, Opg. t. oef. in het pr. rek, 
S 46, No. 2.) H. VERHAGEN. 

A en B handelen ieder voor zich. Het geld van A 
staat tot dat van B als 5:8. A wint f 60 meer dan 
12 ‘|, terwijl B f 400 verliest, Als nu het geld van 


1627. 


1628. 


1629: 


1630. 


1631. 


1632. 


1633. 


1634. 


1635. 
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A zich verhoudt tot dat van B als 3:4, vraagt men 
met hoeveel geld ieder den handel begon. H. VerHAGEN. 
(S. pr Gast Jz, Het oplossen d. rek. vrgst. no. 172 bl, 121.) 
Zij ABCD een willekeurige vierhoek en T' het snijpunt 
der loodlijnen uit de uiteinden van AB op de daaraan 
grenzende zijden AD en BC neergelaten ; te bewijzen , 
dat de verlengde loodlijn uit T op de lijn, die de mid- 
dens der diagonalen vereenigt, AB snijdt in een punt, 
welks afstanden tot A en B zich verhouden als de 
projecties van AD en BC op AB. H. SieRrsMa. 
Een vierhoek ABCD te construeeren, als 2 overstaande 
zijden AB en CD, 1 diagonaal AC en de // ABD en 
CDB, die de diagonaal BD met de gegeven zijden 
maakt, bekend zijn. | H. SieRrsMa. 
Construeer met eene gegeven zijde een geliĳkzijdigen A, 
wiens hoekpunten moeten liggen op de zijden (of hare 
verlengden) van een gegeven geliĳkzijdigen A. J.A.B. 
Verdeel één trapezium in twee gelijkvormige trapeziums 
door eene lijn // aan de evenwijdige zijden. 

(Eindex. Gymn. Arnhem 1896.) 

Door het midden M der basis BC van een gelijkbee- 
nigen A ABC wordt eene rechte DE getrokken, die 
het verlengde van AB in D en AC in E ontmoet; be- 
wijs, dat DE ) BC is. 

(Machinistenschool Heltevoetsluis 1898.) “ A.G.p.B. 
Zij P een punt der diagonaal AC eener ruit ABCD. 
Bewijs, dat AP‚PC= AB? — PB?, 

Bewijs, dat het product der afstanden van een punt P 
van den omgeschreven cirkel van een vierhoek ABCD 
tot 2 overstaande zijden, gelijk is aan het product der 
afstanden van het punt P tot de andere 2 zijden. (Pareus.) 
Door een punt P eener middellijn AB van een cirkel M 
wordt eene koorde CPD, door A wordt eene raaklijn 
en uit B worden de rechten BOE on BDF naar de 
raaklijn getrokken. Bewijs. dat het product AE, AF 
constant is. 


‚n40,43795 
Bereken : 0,567g10,168) ) 
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(men gebruike een logarithmentafel met vijf" deeimalen). 
(Derksen en pe Larve, Algebra, III, $ 285, No. 57.) 


{838. Bereken: # == (1,47808 ES 0 OE 
(men gebruike een logarithmentafel met vijf decimalen). 
(Derksen en pe Larve, Algebra, III, S 285, No. 58.) 

1637. Bereken x, als 


__0,gasoetrf6832_ 50,18642 
Tik 0,020109 
(men gebruike een logarithmentafel met vijf dezimalen). 
(Derksen en pe Luarve, Algebra, IIL, $ 285, No. 59) 
1638. Bereken # uit: 





log 


1 8,465 
en 1 0,46ssg1-01846 
SOE 
EE 184,83 


(men gebruike een logarithmentafel met vijf decimalen). 
(Derksen en DE Larve, Algebra, III; $ 285, No. 60.) 
1639. Bereken z uit: 


ER 3 7,84 
XI 0,483688 — 17 0,414144 


EL v0,086432 
EE 9,132339 








(men gebruike een logarithmentafel met rijf decimalen). 
(Derksen en pr LarvE, Algebra, III, $ 285, No 61.) 
1640. Hoeveel is de logarithme van: 
4,326 
v0,167849, als 8,6424 het grondtal is, minder dan 
0,80871 ? 
(men gebruike een logarithmentafel met vijf decimalen). 
(Derksen en pe Larve, Algebra, III, $ 285, No. 62.) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


420. Bepaal de meetkundige plaats der zwaartepunten der 
AA , die eene gemeenschappelijke basis en een top/ 
van gegeven grootte hebben. R. Burrer. 
(ScrönreLp, Vrgst. Plan. & Ster. bl. 33, no. 6.) 
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421, Bepaal de meetk. pl. der middelpunten der ingeschreven 
cirkels der AA , die eene gemeenschappelijke basis en 
een top/. van gegeven grootte hebben, R. Burrer. 
(Scrönrreep, Vrgst. Plan. & Ster. bl. 33. no. 7.) 

422, 10 koeien genre in 12 weken eene weide afgrazen , 


waar in dien tja — is bijgegroeid. In hoeveel tijd kan 


dat — onder ni voorwaarden — geschieden door 
14 koeien ? A. vaN HeEUCKELUM. 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


403. Gegeven vergelijkingen : 
DE 4 2E de 
ye a—tu’ rte bu ody e—2u 
ard yt det == mt, 
Gevraagd: z, y, 2 en wu te bepalen. 
(E. Barpey, Samml. von 8000 Aufgaben. XX VIII, No. 63.) 














Oplossing. 
Le 204 x 2a—U 2a—u 
dus: a == gs 1) 
ye T 02u B 2a—uta—2u  3(a—u) 
2b—u 
Evenzoo leiden we af: 
EF Tau 
tad 3) 
ee “_83(c—u) 
Door samentelling der overeenk. leden : 
2a — Uu 2 — u 2e — U 
KE en, he 
2a—u , Wu, Zeu c 
Tau b—u Ee In u HS 





Derhalve: 0 == EE a pn OLD z waaruit volgt: 


a (b—u) (c—U) En ) he en nt c (a—u) (L—u) —= 0 
of _(ad-bte)u? — 2 (acd-betab) u J- Babe =O 
acdbed-ab + V(acHbeJ-ab)? —abe (a +b+He) 
at-bC 
De Vriend der Wiskunde, XIV, 10 


wat geeft: u == 


8 
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Noemen we zl-yJ-z==s, dan volgt uit 1), 2) en 3): 
Es Zomig en ni > Agen 2e — U 
7 8(a—u) ’ ST bu) 
Door verheffing tot de 2e macht en samentelling, met in- 
achtneming: #? Jy? Je? = m?, 








2a—u lt, Su}? en 

ERR A8 A rs 6 ANN 

7 ee Atao Eisen 
of eer Mero Of 
TPN TE Ohe 2e — Uu? 
(EN (Ge) + (ES) 


Omdat w reeds in a, 5, c is uitgedrukt, kan u als be- 
kende aangemerkt worden; noemen we nu 
2a — U 25 — U 2e — U 





EE zi zij eye, den # 
Ae gm? En 3m 
CNS TE KEEN 
Derhalve : 
Am Bm Cm 


LAB: 0E) YT (APB FCP) ST v(ArFB*402) 
N.B. Stelt men (a — u)(b —u)(c— u) =P, dan kan ook 
Pm? 


Lm 
edy) S zr verw (ob-acbe) — 4abe) 
geschreven worden; de uitkomst verschijnt dan onder minder 
symmetrischen vorm. (Zie ook blz. 78—81.) H. Srensma Je. 





a 


Een meetkundig vraagstuk. 
Van een driehoek zijn gegeven in ligging: het middelpunt 
van den omgeschreven cirkel en twee der middelpunten van 
de aangeschreven cirkels. Gevraagd den driehoek. 


Zij ABC de driehoek, waarvan in ligging gegeven zijn: 
M (middelp. omgeschr. cirkel), 1, en I, de middelp. van de 


aangeschreven cirkels, die respectievelijk de zijden a en b raken. 
Noemen we II p= MI, =p en MI, =g, dan is bekend : 


MI, —=v(R? J 2Rr;) 4 MI, =v(R? + 2Rr) ‚ dus 
pt —qt =(R + 2Rr) — (R? + 2Rr) md Kd — rj). 


Bk, rx (de) = LX 
bn 4 I s—a s—b/ T 2 “ (s—a)(s—b) 


hd 
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Verder is (LE, I p) =(I Bier DI, )? + DF?, als F en D de 


voetpunten zijn van de loodlijnen uit de middelp. op de zijde 
BQ neergelaten. Nu is DF — CD 4+CF' == (s—b)(s—a) = €, dus 


Lipi trjt erm t) tes 
I2 (s—b + s—a)? 





8 (s—a) (s—6) (s—c) X C° 


Semen PT een TT 
|s (80) + (e—a) (s—b) | c: pt 
zi (s—a) (s—b) = (s—a) (s—b) 

‚ p'—g* _ abe a—b (s—a(s—b) __ _ ab 
Be mi TT 2 (e=ae—5) abc? 2e 
of ES ==; waaruit : 

B 


1 

mn? Nn 

zi ed, Wbp en Meth 
Bra be 7. niaaë 





1 

Ee (pi q® 

zm — a) 
Nu is ook I,F';1 „p= (sa): (sb) =I,0: 10. 


Omdat II, bekend is, de verhouding 


Eter: 5 or (950) 


evenzeer, kan het punt C in ligging gevonden worden; daarna 
is de straal v. d. omgeschreven cirkel bekend en kan deze 
getrokken worden. Merkt men nu nog op, dat het midden 
E van boog CB evenver van 1, als van C en B ligt, dan 


vinden we E als snijpunt van de middelloodlijn (mediatrix) 
van IC met den omgeschr. cirkel, dus is B bekend. Langs 


verschillende wegen kan nu de ligging van A gevonden wor= 
den. Hoe wijzigt zich deze oplossing, als LL, in Ì veranderd 


wordt ? H. Srersma JR, 
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De rechthoekige A met een / van 30°, 


Een zeer groot aantal meetkundige vraagstukken vloeien 
voort uit de beschouwing van een rechthoekigen A met een 
Z. van 30°, We zullen daarom de eigenschappen en de ele- 
menten van dezen A eens nagaan. 

1.) De rechthoehige A met een /_ van 30° ús de helft van 
den gelijkzijdigen A, die de hypotenusa van dezen A tot 
zijde heeft. | 

Zij A ABC rechthoekig in Ben / A == 30°, dan is / C == 60°. 
Laat men nu den A ABC in zijn vlak om AB als as om- 
wentelen, dan valt C in het verlengde van CB in D, zoodat 
AABDE2 A ABO, dus/ D=/ C=60’en / BAD == 30° ig. 
ZL DAC is dan ook —= 60°, zoodat ‚\ ACD gelijkzijdig is. 

2.) Omdat DB = BC is, is BC de helft van CD, dus ook 
de helft van AC, dewijl CD == AC is. D.i: 

In een rechthoekigen A met een / van 30° is de zijde over 
den / van 30° de helft der hypotenusa. 

8.) Stellen we nu in A ABC de hypotenusa AC =b, de 
rechthoekszijden AB ==c en BC == a, dan heeft men: 





1 1 1 
dn We, nn ra ne 
az=zb, e= vb 4 ©°) z3, 
__ 2e En En 3 in 5. 
PE 


4,) Laat men uit B de loodlijn BE op de hypotenusa neer, 
dan is in den rechthoekigen A BCE ook / CBE = 30°, dus 


BE = h=zars 


5.) Ook is BE de rechthoekszijde in den rechthoekigen 
A ABE over den / A == 30°, waarin AB de hypotenusa is, 


dus BE=h=je 


6.) Trekt men door de hoekpunten van A ABC rechten 
|| aan de zijden, bijv. FG//BC door A, GH//AB door C en 
FH/JAC door B, dan is in A FGH ook Z H=—=30°, /F= 
60% en / G=90°, Verder zien we, dat 

AABCZ2 A BAFZ CGA A HCB is. 

7) Im de figuur komt verder voor een rechthoek ABCG, 

die door de diagonaal AC in 2 rechthoekige A A met een / 
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van 30° verdeeld wordt. Tevens is die diagonaal het dubbel 
der zijde BC. 

8.) Ook komt in de figuur voor een parallelogram ACBF, 
dat eveneens door de diagonaal AB in 22 rechthoekige A A 
met een / van 30° verdeeld wordt. 

Het eene paar || zijden is gelijk aan de helft van het andere 


paar |/ zijden, d.i. AF —= 5 AC. 


De diagonaal AB staat loodrecht op de einden der kortste zijden. 

9.) Er komt nog een tweede parallellogram in de figuur 
voor, en wel ABHC, dat ook door de diagonaal BC in 2 © 
rechthoekige A A met een Z van 30 verdeeld wordt. 

In dit parallelogram staat ook de diagonaal BQ loodrecht 
op de uiteinden van een paar // zijden en is gelijk aan de 
helft der zijde, waarop ze niet loodrecht staat. 

De parallelogrammen ACBF en ABHC zijn van elkaar te 
onderscheiden door op te merken, dat in het eerste, d.i. in 
ACBF de scherpe 4 F —= 60° en in het tweede ABHC de 
scherpe / H == 30° is. 

10.) In het trapezium ABHG is / H == 30°, zoodat het 
bestaat uit een rechthoekigen A BHC met een / H =—= 30° 
en een rechthoek BOGA. 

In het trapezium BOGF is / F == 60°, doch bestaat ook 
uit een rechthoekigen A ABF, waarin Z ABF == 30° is en 
denzelfden rechthoek BOGA. 

11.) Laat men A ABC, waarin / A = 300 is, in zijn 
vlak wentelen om AB, dan ontstaat er als in 1) een gelijk- 
zijdige A ACD. 

Laat men A ABC wentelen om BC, dan valt A in het 
verlengde van AB in I en men heeft een gelijkbeenigen 
AACI, waarin / CAI=/ I==30® en de top/_ ACI =120°. 

Laat men A ABC om AC wentelen, dan valt B in het 
verlengde van de loodlijn BE in K. Men verkrijgt dan een 
vierhoek ABCK, die bestaat uit een gelijkzijdigen A ABK 
en een gelijkbeenigen A BCK, waarin de top BCK == 1200 is. 

Tevens is A AKI rechthoekig in K en is £ 1 == 30°. 

Ook is A BKI gelijkbeenig en zijn top/ KBI is — 120%. 

12.) Evenals bij 3) kan men alle lijven in de figuur in 
funetie van b uitdrukken. 


150 


TWEE TEEKENS, 

Het teeken voor gelijkvormigheid ism enniet o 

en ook niet oo. Het teeken voor hoek is / en niet vw. 

Dit weet iedereen , zal men wel zeggen. Doch, waarom dan 
die teekens fout geschreven ? 


BIBLIOGRAPHEIE. 
Dr. A. Berrnem Gz. en T. Nijenmvis, Rekenboek voor de 
Lagere School. Vierde stukje. Vijfde druk. . . f 0,15 
——_—, Idem. Vijfde stukje. Vijfde druk. . . . f 0,15 
—_—-—, Rekenkundige Vraagstukken. Eerste verzameling. 
Eerste stukje. Achtste druk .—… … me 
s-Gravenhage, 1898, Joh. Ykema. 
S. pr Gasr Jr., Leerboek der Rekenkunde (Met een groot 
aantal opgaven). Eerste deel. Vijfde druk. (214) ..f 1,25 
s-Gravenhage, 1899 , Joh. Ykema. 


Voorbericht. „De Vijfde druk verschilt weinig van den vierden. 
Toch zijn hier en daar kleine verbeteringen aangebracht. Zoo heb 
ik de samengestelde „eigenschap der som” in tweeën gesplitst, waar- 
door meteen het bewijs eenvoudiger kon worden. Dan heb ik enkele 
bewijzen uit de lessen der aftrekking en der deeling in een gemak- 
kelijker verteerbaren vorm gegeven. De bewijzen van Aanteek. VI 
en deel II S 104 zijn verwisseld, omdat de leerlingen de nu in deel 
I opgenomene gemakkelijker vinden.” 

Maastricht, Febr. ’99. S. pe Gast. 


J. VersLuys, De Methodiek van het Rekenen. (Ten dienste 
van Kweekelingen.) Tweede druk. (100). . . . f 0,60 
Amsterdam, 1899, A. Versluys. 


Voorrede. „Bij het examen voor de hulpacte moet de kandidaat 
bekend zijn met de methodiek van het lezen, schrijven en rekenen. 
Het overzicht, dat hier wordt gegeven, is met het oog daarop be- 
stemd voor kweekscholen en normaalscholen. Mijn handleiding, die 
uit 5 deelen bestaat, welke meer speciaal bestemd zijn om in de 
verschillende klassen tot in biizonderheden den weg te wijzen, is 
daartoe te uitvoerig. Hier zijn nu alleen de voorname punten be- 
handeld en die zoo uitvoerig, als wenschelijk is; men ze b.v. de 
bespreking van verhoudings- en verdeelingsdeeling. Op die wijze 
kan een overzicht verkregen worden, zonder dat in een dorre op- 
somming alle speciale gevallen worden genoemd. Wil men hier of _ 
daar in andere bijzonderheden treden, dan bieden de 5 deelen mijner 
Handleiding daartoe geschikte aanleiding.” 

April 1899. J. VersLuys. 
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J. Faser, Het Eiland Marken en zijn Bewoners. (Geïllustreerd) 
Uitgave van De Gooische Drukkerij te Naarden . f 0,30 
Zij, die voornemens zijn het eiland Marken te gaan zien, En 

zich zeker niet beklagen, als zij dit boekje vooraf hebben gelezen. 

Zij zullen er dan meer thuis zijn en alles kunnen waarnemen. Ook 

voor hen, die er geweest zijn, is het een eigenaardig werkje, wat 

het ook is voor allen, die wel eens „iets” van het eiland hebben 

„gehoord”, doch het nooit bebben bezocht. 

H. A. Derksen en G. L. N. H. pe Larve, Leerboek der 
Algebra met Vraagstukken. Vierde deel. (128). . f 1,25 

Zutphen, 1899, W. J. Thieme & Co. 

Het leerboek der Algebra met Vraagstukken bestaat uit vier deelen 
(zie bl. 54). De eerste drie zijn bestemd voor Inrichtingen van Mid- 
delbaar en Hooger Onderwijs en voor zelfstudie. Het vierde deel 
is uitsluitend bestemd voor onderwijzers, die voor de acte Wiskunde 
Lager Onderwijs studeeren. 

In de eerste drie deelen is de theorie der onmeetbare getallen 
niet besproken, noch bij de wortelvormen, noch bij de logarithmen. 

De reden daarvan is, dat het omvangrijke programma van het 
eindexamen, zoowel van Hoogere Burgerscholen met vijfjarigen 
cursus als van Gymnasia, den leeraar in de Algebra niet vergunt, 
deze theorie met logische gestrengheid te behandelen. 

Van een onderwijzer in de Wiskunde mag men echter eischen, 
dat hij er een duidelijk inzicht in heeft; en de Commissie, die 
examineert voor de acte Lager Onderwijs, onderzoekt dit ook ter- 
dege. Daarom is de geheele theorie dezer getallen in het vierde 
deal besproken. 

Men zal misschien vragen, of de Schrijvers dan de theorie der on- 
meetbare getallen geheel van Hoogere Burgerschool en Gymnasium 
willen verbannen. Dat willen zij niet. Maar waar zij als inleidirg 
tot de wortelvormen en de logarithmen noodzakelijk is, achten zij 
een beknopte behandeling van den leeraar voldoende, om den leer- 
ling het noodige inzicht in deze onderwerpen te verschaffen. 

Negatieve getallen hebben zij beschouwd als tegengesteld aan 
positieve getallen. Daardoor konden zij de voor leerlingen der eerste 
klasse van Hoogere Burgerschool en Gymnasium zoo „lastige” eigen- 
schappen van in hun oog „onmogelijke” aftrekkingen. vermijden. 

In het vierde deel is op beknopte wijze medegedeeld, welk een 
rol de negatieve en imaginalre getallen in den loop der tijden in 
de wiskunde gespeeld hebben. 

Alle definities zijn cursief, alle nieuwe termen en 
alle eigenschappen, zwaar gedrukt, zoodat de leerling spoe- 
dig wegwijs wordt in het boek, iets wat de Schrijvers van zeer veel 
belang achten. 
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Bij de theoretische behandeling van elk onderwerp hebben zij 
eenige voorbeelden gevoegd met opmerkingen"en vragen, om den 
leerling te doen denken. Eerst daarna hebben zij opgaven laten 
volgen ter toepassing van het geleerde. 

De bewerkingen, die den leerlingen de meeste moeite veroorzaken, 
doordat zij gewoon zijn deze als kunstbewerkingen te beschouwen, 
(de ontbinding in factoren, het oplossen van vergelijkingen van 
hoogeren graad dan den tweeden met twee of meer onbekenden 
en van exponentiëele vergelijkingen) hebben zij als volgt behan- 
deld: Zij hebben ze teruggebracht tot groepen, het kenmerkende 
van elke groep aangegeven, na elke groep opgaven geplaatst, en 
ten slotte gemengde vraagstukken gegeven. 

Om hun hoofddoel — een duidelijke behandeling van de theorie 
der lagere algebra — te bereiken , hebben zij eenige hoofdstukken 
anders bewerkt, dan in menig leerboek geschiedt. Zoo hebben zij 
b.v. bij de bespreking der wortelvormen een scherpe afscheiding 
gemaakt tusschen wortels uit rekenkundige en wortels uit 
algebraïsche getallen. Bij de theorie der vergelijkingen heb- 
ben zij scherp het verband tusschen vergelĳking en gelijk- 
heid aangegeven, en daarop de eigenschappen der vergelijkingen 
gebaseerd; terwijl zij de eigenschappen over invoeren en ver- 
drijven van worte's in afzonderlijke hoofdstukken hebben be- 
handeld. 

Het vierde deel is enkel bestemd voor hen, die studeeren voor 
de acte wiskunde, lager onderwijs. Daardoor konden enkele hoofd- 
stukken grondiger behandeld worden dan voor leerlingen van 
Hoogere Burgerscholen en Gymnasia noodig is. Met deze hoofd- 
stukken bedoelen zij in de eerste plaats de theorie der onmeetbare 
getallen en der limieten, verder de discussie over de gedaante der 
wortels van vergelijkingen van den eersten en tweeden graad, de 
theorie der maxima en minima en de harmonische reeksen. Slechts 
één onderwerp hebben zij behandeld, dat naar hun oordeel voor de 
acte lager onderwijs niet volstrekt noodzakelijk is, nl. de methode 
der onbepaalde coëfficienten. Zij meenden echter, dat het groote 
nut, hetwelk deze methode bij vele vraagstukken oplevert, hun 
eenig recht gaf, ook aan dit onderwerp eenige aandacht te schen- 
ken. Zoo o.a. bij het hoofdstuk: Reeksen, waar zij voor het som- 
meeren van „-termen hebben laten zien, welke fraaie toepassingen 
men van de methode der onbepaalde coëfficienten maken kan. 

Ook vestigen zij de aandacht op de stelling voorkomende in S 29: 
Elke noemer, die uit n-tweedemachtswortels be- 
staat, kan rationaal gemaakt worden. Velen toch 
verkeeren nog in de meening, dat het rationaal maken van den 
noemer niet meer mogelijk is, wanneer er meer dan vier tweede- 
machtswortels in voorkomen. Zij hebben echter aangetoond, dat 


/ 
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dit steeds kan, hoe groot ook het aantal wortels zij. De verkeerde 
meening hieromtrent is h. i, een gevolg van de bestaande leerboe- 
ken, waarin over dit onderwerp niet gesproken wordt, of welker 
schrijvers van meening zijn, dat het aantal tweedemachtswortels in 
den noemer het geval vier niet overschrijden mag. 

Het vierde deelt eindigt met een Alphabetisch Register (bl. 120-— 
128), hetwelk een niet te miskennen groot gerief voor den gebruiker 
van ’t boek zal zijn; vooral zal hij zulks leeren waardeeren, als zijn 
geheugen hem eens in den steek laat. 

Het Leerboek is duidelijk geschreven. Men leest het als van zelf. 
1593. Om een cirkel zijn 2 AA ABC en A'B'C! beschreven, 

zoo dat de zijden van den eenen // loopen met die van 
den anderen (AB // BA’, BC // CB, AC // C'A)). 
Door de sniĳding dier zijden worden 6 AA (ADE, 
CDF’, BEE’, NED’, CD'F en BFE)gevormd. Bewijs, 
dat het gedurig product der oppervlakken dier 6 A A 
en der 2 gegeven AA gelĳĳk is aan de 16e macht 
van den straal R van den gegeven cirkel. H. Stersma. 
Tweede oplossing. 

(Zie blz. 125.) Noem de zijden van A ABC resp. == a, 
b, e; hoogtelijn op BO — h; straal ingeschreven cirkel — r, 
dan is: A ADE: A ABC —=(h— 2r)? 

aw 2rs 2r (s —q) 


maar A= == h—2r= 
a a a 


2 (e— al? 2 
A ADE: A ABC = TE ‚ (25) == (s—a)? : s?. 
Evenzoo A CDF’: A ABC = (s — c)? : s? 
en ABEF : A ABC =(s— 5)? : s? 
Derhalve, omdat de driehoeken 2 aan 2 congruent zijn: 
P= ASDE Xx (er zi AC' DF’ Xx AADEXxXABEF'XADCE 


Ex (EE) "(5)" () 


x ( (eme): Xx (A ABO): = 























_ (82 (s—a)?.(s—b)? (s—c) EN KE 

B | AAB 
1 4 16 16 

us: AABC x AABCxP=z PX: B mk 


H. Srersma JR. 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1601—1620. 

1601. A zet een kapitaal uit à 5°/, 's jaars, neemt aan ’t eind 
van ieder jaar f 1000 van den intrest af en voegt het 
overige bij het kapitaal. Als het oorspronkelijke kapi- 
taal na 4 jaar f 44310,125 bedraagt, vraagt men naar 
de grootte van dat kapitaal. 

(Hoofdacte Zwolle 1898.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 

Had hij zijn kapitaal tegen samengestelden intrest 4 jaar 
laten staan, dan was het in die 4 jaar 1,05% maal zoo groot 
geworden. 

Aan ’t eind van het eerste jaar neemt hij er echter f 1000 
af, die zouden dus aan 't eind van het vierde jaar f 1000 X 1,053 
zijn, de f 1000, die hij aan het eind van het tweede jaar er 
afneemt, waren dan f 1000 x1,052 en dus neemt hij er in 
het geheel af f 1000 X (1,053 + 1,05% + 1,05 + 1) 
of: Bi el En —D — 20000 x(1,05* — 1 

) 
== f 20000 X (1,052 + 1) X (1,052 — 1) = 
— f 20000 x 2,1025 X 0,1025 == f 4310,125, 

Hij zou dus, indien hij niet telkens die f 1000 had afge- 
nomen, gehad hebben: f44310,125 + 4310,125 — f 48620,25. 

Zijn oorspronkelijk kapitaal was dus: 

f 48620,25 : 1,05% = f 40000. J.B. BAEKER. 


1602. Gegeven: A:B:C =a:b:e. 
S 1e 20 0D MEERLE OE 
Bewijzen: 3: (Bo) =3: (55) 
Welke omgekeerden heeft deze eigenschap ? 
Bewijs er een van. 


(Hoofdacte Zwolle 1898.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Uit het geg. volgt: 1°. A:B=a:b; 
DBC 0E 
ll eel se 1.20 el 
: o Es Wmm oo BE dT 
Uit 1° volgt KB zi of 4 :5 on 
1 LE 
of zE (1) 
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of (5) ( ei) ins hieruit in verband met (1) 
we (Aiel 
of za (bo): (55) 
ot zi (Bo)=s:(s 5) 


De omgekeerden van deze eigenschap zijn : 


Lef 2 ai Toen 

o le Nee OT en 

Ee Geg.: zi: (5 C (7 5 
te bew.: B: C =b:e; 

Re 1 A ef VE. 

o eee En Ae 5 

Me Dent 
te bew.: A:B=a:b. 

Bewijs van het eerste: 


Me /52 EIN eeel er (10 3 (ai): di) 
als os lr etir= (B-ilss 
2 8 2 a Tanel 
RE os en ABe 
of ee 11 EP 
En BD Aa CBb A df 
hieruit in verband met (1) volgt 
2 3 2 5 AD 
(Go) (5e) =85 
nd 2 2 et Tent 
bb Cie of B: ==b:e. J. GRAVER. 


1603. Iemand koopt eene partij aardappelen. Hiervan ver- 


koopt hij zo deel en 3 HL. met 16°/, en de rest met 
30 °/, winst. Verkocht hij Ze deel der partij met 40 °/, 


winst en de rest met 5°/, verlies, dan had hij 0 is 


meer gewonnen dan eerst. Hoeveel HL. aardappelen 
kocht hij? (Hoofdacte Zwolle 1898. H. VERHAGEN. 
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Oplossing. 
A deel der partij met 40 °/, winst == Ee X 40 °/, of 28 °/, winst 
op de partij. 
Ee doel der partij met 5°/ verlies == ee XO P/ANOE ie °/, verlies 
10 Oo 10 o 9 Oo 
op de partij. 
Totale winst 26, iP, 
| 5 7 
Eerst won hij dus 26, oo —= 25 Nr 235 ok 


Op een deel won hij 16°, d.i. je °/, minder dan de ge- 


middelde winst; op een deel won hij 30°/,, d.i. 6 meer 
dan de gemiddelde winst. Beide deelen Ter E dus 
als el: 1 of 7:9, De 1ste partij is dus Ee of 5e deel 


8 7 
en dat i Se deel 3 HL. Hieruit volet ú 5 zu 
n is 0 ge deel en . Hieruit volgt 1675 0 50 


deel = 3 HL. en de geheele partij = 80 HL. 
W. H. DeeLMAN. 


1604. Bewijs, dat het gedurig product van drie op elkaar 
volgende geheele getallen, grooter dan O , niet eene 
volkomen derdemacht kan zijn. H. VERHAGEN. 
(WisseLinK, 4e Verz, 8 32, no. 1, gewijzigd.) 


Oplossing. 


Drie op elkaar volgende geheele getallen, grooter dan 0, 
kan men voorstellen door a, a +1 en a+-2. Om nu te be- 
wijzen, dat a(aJ-1)(a 4-2) geen volkomen derdemacht kan 
zijn, hebben we het volgende : 

a(ad-1)(a 2) =a? 4-34? +2. Was dit product een 
volkomen derdemacht, dan was de derdemachtswortel grooter 
dan die uit 4%, dus grooter dan a; hij was daarentegen 
kleiner dan a 42, daar (a 4-2)? = a? J- 64? J- 124 4-8 
dus grooter dan a? +84? + 2a. Die wortel zou dus a +1 
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moeten zijn. Dit kan evenmin. Immers a? is > (a — 1) (a +1) 
= 4? —1. Dus is ook (a 4-1)? )a(a +2) en (a 4-1)? > 
a(at-1)(a4-2). Hieruit volgt, dat ’t product van 3 op 
elkaar volgende getallen, grooter dan O, geen volkomen 
derdemacht kan zijn. W. HIeLKEMA, 


1605. In de klok eener luchtpomp is een gas van 760 mM. 
spanning. Na 12 slagen is de spanning nog 50 mM. 
Bepaal op 1 cM° den inhoud der pompbuis (tusschen 
den bodem en het ondervlak van den zuiger in zijn 
hoogsten stand), als die van de klok en verbindings- 
buis 5 L. bedraagt. H., VERHAGEN, 


Oplossing. 


Stel inhoud pompbuis v; klok en verbinding V; spanning P; 
spanning na Íste zuigerslag p,; na 2de zuigersl. p, ; na 12de 
zuigersl. p,,. Men heeft nu, indien de zuiger in zijn hoog- 
sten stand is, een volume V J-v met een spanning p,‚, dus 

VxPz=(V KS 0) pi 
A B 5 X P: 

Wordt de zuiger neergedrukt, dan heeft men een volume V 

met eene spanning p,. Na den zuiger weder opgehaald te 


hebben, krijgt men een volume V J-v met eene spanning p, 
zoodat Vxpi=(VH0)p; 


BEEN) Pi 


2 
OR Dae es) XP. Na 12 zuigerslagen is 


Varta 
p= (rr XP 
L 5 12 
Ön (as ) 
7,6 


12 — Ee 
Ghoyn =12 5 
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12 log 5 = 12 X 0,69897 —= 8,38764 
log 7,6 = 0,88081 
— log 0,5 = 0,30103 


12 log (5 + v) — 9,56948 
log (5 + v) — 0,79745 


5 J-v—=6,2726 
v—=1,2726 dM3. 
— 12182 10MEE 


F. MarsveLr BeEoK. 


Tweede oplossing. e 


Wordt de zuiger opgehaald, dan wordt de ruimte voor de 
lucht in klok en verbindingsbuis -maal zoo groot en de 
spankracht dus door # gedeeld. Dit geschiedt tot 12-maal toe. 
Na 12 slagen is de spanning 760 mM.:„!2 = 50 mM, 


760 mM. 12 
1 NR pen 
Derhalve Is ni? —= 50 M. ne 15,2 en n= v15,3. 


De ruimte van pompbuis, verbindingsbuis en klok is alzoo 
15,2 X 5 L. =5 115,2 L. 

Ten einde deze waarde tot op 1 cM? nauwk. te vinden, 
zullen we gemakshalve 15,2 tot. in tienduizendsten bepalen. 


Nu is 15,2 = Brv 15,2. Deze waarde geeft 1 cijfer voor 
de komma en omdat we 4 decimalen hebben te zoeken, moe- 
ten er 5 cijfers worden bepaald. 

De laatste bewerking is een derdemachtsworteltrekking. 
Zoeken we m cijfers op gewone manier, dan kunnen we nog 
2m — 3 door een verkorte deeling vinden. Dusis 3m — 3 =5 
en m == 3, waarbij 2 decimalen. Bijgevolg moet vr’ 15,2 in 
2X3=6 decimalen, dat is in 7 cijfers nauwk. zijn. Om 
deze cijfers te vinden, bepalen we p cijfers door gewone 
tweedemachtsworteltrekking en daarna nog p —2 door ver- 
korte bewerking. Derhalve is 2p —2=—=?7 en p= 5, waarbij 
4 decimalen. Dus moeten we 1-15,2 in 4 X 2 == 8 decimalen, 
d.i. in 9 cijfers vinden. Hiervan bepalen we (9 +2):2=6 
cijfers op gewone wijze. 


715,2 = 3,89871773 
9 


___— 





v3,89871773 —= 1,974517 
1 


6,20 - 2 89 
638 544 29 261 
"7600 2887 
769 _ 6921 387 2709 
67900 "17817 
7188 _ 62304 3944 15776 
559600 204173 
71967 545769 39485 _ 197425 
1383100 SE 17 
779741 779741 3949 
T7M4Z 603359 / 773 2799 
)sassis ( 2758 
57541 Rae 
54579 B 1,974517 =1,2545 = n 
2962 A 1 
2337 KOA en 0T4 
Rn 364 728 
Inhoud pompbuis == 0e zi de 
=(n—1)X5 L. == 1,273 L. 1825 21393 / 45 
45025 18750 
3d __ 25 2642 
46875 2344 
EERE TR, 


1606. A, B en C kunnen samen zeker werk afmaken in 20 
dagen. Werken A en B samen eerst 11 dagen en 
daarna B en C samen 11 dagen, dan kan B alleen de 
rest afmaken in 16 dagen, In hoeveel dagen kan B 
alleen het werk verrichten ? H. VERHAGEN, 
(GRAVELAAR, Opg. oef. pr. rek., S 3, no. 2.) 


Oplossing. 
A werkt nu 11 dagen, B 11 +11 4-16 dagen en C 11 


dagen. Ze doen dus samen zo en wat B in 27 dagen doet. 


' 9 0 
Dat is dus zo deel. B doet dus het werk alleen in En Eed 


dagen — 60 dagen. S, Boscn, 
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1607. Een A te construeeren, waarvan de basis, de hoogte- 
lijn op de basis en de bissectrix van den top/ ge- 
geven zijn. H. Srursma. 


Oplossing. 


Zij A ABC de gevraagde 
A , waarin AE-L BC en 
AD de top/ bissectrix dus 
BAD == / DAC. Pas 
op AB ) AC een stuk 
AF = AC af; trek CF en 
DF en verleng DF tot ze 
de lijn uit A // BC ge- 
trokken, in G snijdt. Danis: DF = DC; dus DF + BD = BC; 
LGAD = / GDA —= LADC; dus AG == GD. Verder is 
A AGF A BDF, dus AG: BD = GF: DF. Stel nu DF — z, 
AG =GD =p, dan is: 


p:(a —x) =(p—e):e of or — (AH 2p) 2 Jap =0, 
__ aJ-2p Vv at + 4ap + 4p? — Aap el 
WF (EE) 


Ee (EEE). 


Omdat # { a, is alleen het onderste teeken mogelijk. 

We vinden nu deze constructie : 

Construeer een rechthoekigen A, waarvan de hoogtelijn 
een rechthoekszijde, en de bissectrix de hypotenusa is; dus 
AADE. Verleng DE aan weerszijden en trek door A eene 
lijn // DE. Trek DG zóó, dat / ADG =.£ ADE. Construeer 


2 2 
volgens het boven gezegde # — Ee — Vv ( ZE) en 


pas dat stuk van D af op DG uit, waardoor F gevonden is. 
Ïrek AF door, tot ze het verlengde van ED in D snijdt en 
trek AC zoo, dat / DAC =/ DAF, òf neem DC = DF, dan 
is ook C gevonden en de A ABC geconstrueerd. Er voldoet 
slechts 1 A. (Zie ook „De Vriend’, XI, 1896, no. 1223, 
blz. 129—132.) H, Srersma, 
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Tweede oplossing. 


Analyse. Zij A ABC de gevraagde A , waarin BC =—=a, 
EE h, en AD =w, gegeven zijn. 


De gegevens he en w, zijn resp. rechthoekszijde en hypo- 


tenusa in den rechth. A AHD, die met deze 2 gegevens kan 
worden geconstrueerd; door die constructie is / HAD bekend, 


Nu is / DAB == A, dus is 
L ADB =180°— BAC HJA en 


LHAD — 00° — LADB =— (ABO) (04 3A) = 3(B—0): 


bekend is dus ook het verschil B —C der basishoeken. 
Wentelt men nu A ABC zoo om, dat B in C, C in B en 
A in E komt aan denzelfden kant van BO, dan is / ABE —=B—C. 
Wanneer men nu nog BF //BA en AF //BE trekt, dan ont- 
staat het parallelogram ABEF, Uit EF // BA en de omwen- 
teling van A ABC naar ECB volgt, dat de punten C en F' 
symmetrisch liggen ten opzichte van AE, waaruit weer volgt: 
DREI ZAR — ah, en bovendien / BCF == 90°, dus is ook BF 


bekend. Eindelijk is nog 

LBAF == 180°—(ABFHAFB) == 180°—/ ABE==180°—(B —C). 
Hieruit volgt voor het punt A eene meetkundige plaats, 

nl. de cirkelboog, die met BF een segment vormt, waarin 

ZL BAF = 180° — (B — C) als omtrekshoek staat. Eene andere 

meetkundige plaats voor A is de rechte AE //BC en daarvan 

verwijderd op eenen afstand AH = he 


Uit deze beschouwing heeft men de volgende 
Constructie: Trek eene rechte BC =a en richt in C de 
loodlijn CF == 2, op; verbind B met F' en beschrijf door B 


en F een zoodanigen cirkelboog, dat in het segment BF eenen 
hoek == 180° — (B — C) staat. Om dien / te bekomen heeft 
men een rechthoekigen A HAD geconstrueerd, waarin 
HA —=h, en DA = w, == hypotenusa is; den hoek HAD heeft 


men verdabbeld en van dit tweevoud het supplement genomen. 
De Vriend der Wiskunde. XIV, U 
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Is boog BF getrokken, dan heeft men verder: Trek eene 
rechte // BC, die boog BF ergens snijdt in A; verbind A 
met B en a C, dan voldoet A ABC aan de vraag. 
Bewijs: On zie men de Analyse. 
Opm. : Zal de constructie mogelijk zijn, dan moet ws bi ho 


gegeven zijn. Onder die voorwaarde vindt men steeds een 
scherpen hoek „6 — 0), dus B — C { 180°, zoodat het moge- 


lijk is 180° — (B — C) te bepalen. Men zal dus de 2 meetkun- 
dige plaatsen voor A vinden, zooals in de constructie is aan- 
gegeven ; zoodat de genoemde voorwaarde ook voldoende blijkt 
voor de constructie van A ABC. H. ve Veriss. 


1608. Op de zijden BA en BC van een A ABC neemt men 
stukken BD == BA en BE == al BO. Als men nu de 
rechten AE en CD trekt, die En in F' snijden, dan is: 


2m* 
vierhoek BDFE —= ———— , A ABC. 
| nm) Â 
(KNAPPER, 646.) a 
Oplossing. 


Vierhoek BDFE kan beschouwd worden als het verschil der 
AA ABE en ADF. We zullen den inh, oe AA in dien 
van A ABC uitdrukken. 


Uit BD => ‚BA en BE == ‚BO volgt DE (/ AC en dus 


ook DE ==- . AC. 
n 


Verder is A DFE A CFA, zoodat EF == ‚AF, 

















E _md-n rak 
AESAFLEF= ‚AF en AN 
Nog is AD =BA —BD = 2% 
We vinden nu gemakkelijk: A ABE =—.A ABC 
n — Mm n — | 
AAD Te aten Aa 
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NE PABO 


Dn (m + n) 
_m __m(n — m) 
Vierhoek BDFE = LS ABC micnaerjd A ABO 
2m? 
En nm Fn) . AN ABC. 


H. pe Vries; MorrpijK ; Hommes; Bruo; R. v. W. 


1609, Twee cirkels snijden elkaar; de gemeenschappelijke snij- 
lijn a is in den eenen cirkel de zijde van den inge- 
schreven regelmatigen A en in den anderen cirkel de 
zijde van den ingeschreven regelmatigen {2-hoek, Druk 
het gemeenschappelijk deel des cirkels in a uit, 

(Wisk. L. O. 1898.) 


Oplossing. 


Laten de cirkels M en N elkaar in A en B snijden, en 
hunne middelpunten M en N ter weerszijden van AB liggen, 
dan is AB — a in M de zijde van den regelm. A en in N 
de zijde van den regelm. 12-hoek. 

Zijn C en D de snijpunten van de rechte MN met de bogen 
AB, dan moet het oppervlak van ACBD worden gevonden. 

Zij straal MA == r en NA == R, dan is volgens bekende 
formules _ AB=azryv3=Rwv(2—1v3) 


waaruit Mies : av3 en R=av(2 +13). 


MN en AB snijden elkaar rechthoekig in S, terwijl 
LAMB = 1200 en / ANB == 30° is. 


av3 


en 


DO1 
Cl ps 


Verder is / MAS == 30°, dus MS = 
NS = 1 (NA? — AS?) = (RR? — 71) es 
=3 av + 43) = za(2 J-1 3). 


a (3 + 2/3). 


CO en 


Dus MN = MS + NS = 
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Sector MADB == ee zr 5 za? 
E 


Sector NACB == rk = 5 7 243) 





Sector MADB + NACB — ï za? (10 + 33). 


Vierhoek MANB — ; AB. MN = za? (8 + 2-3). 
Inhoud gemeensch. deel der cirkels — 
(10 +373) zr — 1213 — 18 a? = 0,248... a? 


Het gemeenschappelijke deel heeft den vorm eener biconvexe 
lens. H. pe Vries; Sisko; Lenstra; HooGENRAAD ; 
Mansverr Brok; Hommes; DeELMAN; Broos R. v. W. 
Liggen de middelpunten M en N aan dezelfde zijde van AB, 
dan moet segment ADB (van den reg. A) verminderd ren 
met segment ACB (van den reg. 12-hoek). 





1 4 
== 2 == 2 
SEL MADB ge 56 7 
1 1 3 
mn _— 13 Ze 2 
A MAB =d MSS 
Segment ADB — = (ir 33) 


Sector NACB 5 r0 (24-173) 
ANAB —za.Ns= 1e (243) 


Segment AEB — 5 127 a? (2-13) — ze (24-13) 








=d (24 3) (r—83) 
Gemeenschappelijk deel — segment ADB — segment AEB = 
1 1 
Es In Aen — 8) à? 
= zl 8L/3) a zz @ +3) (7 3) a 
gtt (dr ABO Br 418493) 
=S +63 —_82v3— 2x) a?, 


Het gemeenschappelijk deel heeft den vorm eener halve maan, 
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1610. In een vierkant ABCD is E het midden van AD en F 
het midden van AB. Bewijs, dat de lijn, die B ver- 
bindt met het snijpunt G van CE en DF, gelijk is aan 
de zijde van het vierkant. (Wisk. L. O. 1898.) 


Oplossing. 
Stel AB=a. Trek BH | CG, dan is A BCH» A CDE, 
dus CH: DE = BO: CE 
1 1 
of CH: ja = a:zar5 
ij 
Ook is A DEG» A DFA, 
dus EG:AF =DE: DE 
1 1 #1 
dus BG: za == 2%:zö 
1 
CHEAR ni or 
E TO rd 


In A BCG is BG? = BO? + CG? —2CG.CH 
=a? + EN ek 


5 5 5 
za dga geza 


dus BG == a == zijde vierkant. 


Tweede oplossing. 


CE en DF snijden elkaar rechthoekig, want / EDG = / DCE 
omdat A ADF2 A ECD; zoodat Z CDG ook het complement 


is van Z DCE. 
Hieruit volgt: A DGC w A FAD, en aangezien AF == 


1 5 irl 
3 AD, is ook GD = 5 CG, 
Trekken we CF, dan is CF =: FD = FG 4 GD Z= FG + 5 CG. 


Om vierhoek FBCG kan een cirkel worden beschreven ; 
immers 4 FBC =/ FGC ==90°. Bijgevolg is 
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BG.CF= FB. CG BC. FG 
of BG.CF = 3 BC. CG + BC.FG 


of BG. CF — BC (5 CG + FG). 


Boven vonden we reeds CF —$ CG + FG. 


Na deeling krijgen we dus terstond BG —= BC — zijde vierkant. 
DeEeLMmaANn; S. Bosen; Moerman; R. v. W. 
Derde oplossing. 

Bewijs: / GDE =/ DCE, dus / DGE —= 90°, of DG L EC, 
derh. AE? =DE? = EG. EC. 

Nu is AE de raaklijn uit E getrokken aan den cirkel, die 
uit B als middelpunt, met de zijde van het vierkant als straal, 
wordt beschreven. Daar AE? —= EG X EC, volgt er uit, dat 
G ook op dien cirkel gelegen is. Dus: BG == AB. J. Hommes. 

Vierde oplossing. 
De verlengden van DF en CB ontmoeten elkaar in H. 


A BFH A HCD. BF — 3 DC. BH = 3 CH = BO. 


AADFZ2 A CDE. ZL EDF = / ECD. 
LCGH=/ DGE = 180° — (/ CED + / EDF) = 90°, 

De lijn, die in een rechth. A het hoekpunt van den rechten 
Z verbindt met het midden der overstaande zijde, is gelijk 
aan de helft dier zijde, dus BG —= BC. Sijko. 

Vijfde oplossing. 
AAFD2 ADEC, dus / ADF = / DCE en / AFD = / DEC, 
maar / AFD =/ FDC, dus A EGD A DGC, dus 
ZSEGD ST /LADOCES 
Trek BH//FG, dan heeft men 
FB = DH == halve zijde vierkant = HC. 

Zij K het snijpunt van BH en CE, dan is in A DGC 
HK // DG, dus DH: HC =GK: KC, maar DH = HC, dus 
ook GK =KC. In A GBC deelt BK, GC loodrecht midden- 
door, derhalve is A GBC gelijkbeenig of 

GB = BC == zijde vierkant. 
H. pr Vries; W. HieLKeMA; J. GRAVER; À.G.D. B.; 
J. B. Barker; PF. MaANnsveLT Berck, 
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1611. Twee gelijke cirkels snijden elkaar in de punten A en 
B; door A is een rechte lijn getrokken, zoodanig, dat 
het snijpunt B van deze lijn met den eenen cirkel tus- 
schen de snijpunten A en C met den anderen cirkel 
ligt. Bewijs, dat de rechtlijnige A BEC gelijk is aan 
de figuur, ingesloten door de zijde EC en de bogen 
BC en BE. (Wisk. L O. 1898.) 

Oplossing. 

De sniĳlijn AEC snijdt cirkel M in E,‚ en cirkel N in C, 
Nu is / BAC een omtrekshoek, zoowel in cirkel M als in 
cirkel N; de cirkels zijn gelijk, de bogen, waarop die 4 
staat, dus ook Derhalve is bg BE in cirkel M —= bg BCG 
in cirkel N en zoo ook koorde BE == koorde BC. Hetzelfde 
geldt van de segmenten, door deze koorden afgesneden. Dus is 
de figuur (ingesloten door BC, CE en bg BE) + segm, BE —= 

dezelfde figuur +- segm. BO, 

of A BEC = de figuur, begrensd door EC en de bogen 

BC en BE. H. pe Vries; P. HooceNRrAAD; J. Hommes; 

DrEeLMAN ; S. Boscr ; MANsverLT ge Bava We 


Laer War 
VEV: 
(De bedoeling was w op te lossen, maar het stond er 
niet bij.) (Wisk. L. O. 1898.) 
Oplossing. 
Voor de gegeven vergel. kunnen we neel schrijven 


va Ee) Ze — Le vi 
b2 


ra 
2n 
(WaWa) vv (ae) A 
War TRAAN 
Door beide leden tot de 2ne En te verheffen, komt er: 

(La — ga)” x 
a?x? ir 
(Wa Ee a? 


o3 TD: 
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3n 
ra et LE at 
Verd Db? 
3n 8u 
wat + vb? 
E ey ji 
on 
gn 
2 
waaruit e= Kans 
37 dn 
wat dpvb? 
en ee a 
CENT JE 3n t 
2 
va: + a (: EN VvE) n 


Opm. In deze opl. is met de veelzinnigheid der wortel- 
waarden geen rekening gehouden. 
R. v. W. en de andere inzenders. 


1613. Van de vierkantsvergelijking #? + pe Jg =0 is ge- 
geven het verschil der wortels — « en hun quotient = b, 


(2; —e, =a, zb. Hoe moeten a en b gekozen 


worden, opdat 7 negatief zij? (Wisk. L. O. 1898.) 


Oplossing. 
Vi 
rn ED 
ent jw: 
Dus ot 
a ab 

Zoodat dus ds En en a pen ES 
Nu is volgens een der eigenschappen van de vierkantswortels: 

a?b 


bd Va Sj 
Als 7 negatief is, zijn beide wortels en dus ook a en b 
bestaanbaar. Zal dus volgens de gevonden waarde voor q 
deze negatief zijn, dan moet 5 negatief zijn, terwijl a wille- 
keurig kan worden genomen. J. Homxes. 
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1614, Een trein rijdt van A naar C over B, waar hij a 
minuten stilhoudt. Hij ontmoet 5 minuten, nadat hij 
station B heeft verlaten een sneltrein, die van C is 
vertrokken, toen de eerste trein nog k KM. vóór B 
was. De snelheid van den sneltrein is tweemaal zoo 
groot als die van den anderen trein. De sneltrein legt 
den weg van C naar B af in c minuten. Wanneer de 
sneltrein na A bereikt te hebben, zonder in B een der 
beide keeren te stoppen, onmiddellijk naar C terug- 
keerde, zou hij daar d minuten na den anderen trein 
aankomen. Hoe groot zijn de afstanden tusschen A, 
B en C en hoe groot is de snelheid van iederen trein ? 
(Wisk. L. O. 1898.) 

Oplossing. 

Den trein, die uit A vertrekt, noemen we T en den snel- 
trein $S. Laat T per min. z KM. afleggen, dan doet S in 
dien tijd 2x KM. 

Wanneer S vertrekt, moet T nog k KM, doen, voor hij in 
B is. Op het oogenblik, dat T te B is aangekomen , heeft 
S dus 2k KM. afgelegd T houdt a min. te B stil en ontmoet 
S b min. na zijn vertrek. In dien tijd komt trein S 2 (a+-b) x 
KM. verder en heeft in, in ’t geheel 2k J- 2 (a + 5) ak 
afgelegd. 

T doet in 5 min be KM. 

De weg van B naar C is dus 2k + (2a + 35) KM. 

S legt den weg van C naar B af in c min. Die afstand 
is dus ook 2e KM. Dus is 2k + (2a JH 35) r = 2e, waaruit 


wk 2 DE Als 
ea Shee ae ne da-8) 
' Ack 

De afstand van B naar C is 2e = OE DE KM, 

T kan dien afstand doen in 2c min. en moet dus nog 
2c — b min. na de ontmoeting rijden, om in C te komen. 
S komt d min. later aan, en stoomt dus na de ontmoeting 

Ake (2e J-d—D) 
nog 2e + d — b min. en doet in dien tijd 5 | zj EML 


Dit vermeerderd met den weg tusschen € en An ontmoe- 


170 


tingspunt, d.i. met 2% +2 (a + b). nn KM. geeft 


_2k(3c Jd —b) 


na deeling door 2 AC — PEDT KM. 
4kc 
maar BC En EP KM. 
_ 2k(ed-d—b) 
Bs AB Sei 


1615. De rechthoek, die de som van twee zijden eens drie- 
hoeks tot lengte en het verschil dier zijden tot breedte 
heeft, is dubbel zoo groot als de rechthoek, die de 
derde zijde des driehoeks tot basis en den afstand der 
loodlijn tot het midden der basis tot breedte heeft. 
Bewijs dit. (Veeartsenijschool 1895.) 

Oplossing. 
Gegeven. AABC; AD.LBC; E het midden van BC en 

AB ) AC. 

Te bewijzen. (AB + AC)(AB — AC) = 2BC. DE. 
Bewijs. 1°. de £ C tegenover AB is rech t. 

In dit geval valt D met C samen. Men heeft 

AB? = AC? + BC? 
AB? — AC? = BC? = BC. 2CE 
of (AB —J- AC) (AB — AC) = 2BC. CE. 
29. LC is scherp. Nu is 
CD = CE —DE =; BC —DE en 2CD = BC — 2DE. 


Veder ie AB? == AC? BC? —2B0.CD 
ABI AOS BOMS BORG 
(AB + AC)(AB — AC) = BO(BC—20D) _ 
of _ (AB + AC) (AB — AC) = BC X 2DE = 2BC. DE, 
83°, ZLC is stomp. We vinden 
CD =DE — CE = DE — 5 BC en 2CD = 2DE — BC. 


Ook heeft men: AB? —= AC? 4 BC? + 2BC.CD 
AB? — AC? = BC? + 2BC.CD 
(AB + AC) (AB — AC) = BC (BC +- 2CD) 
of (AB + AC) (AB — AC) = BC, 2DE = 2BC. DE. 
A. G. pn. B.; J. B. Barker; R. v. W. 
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1616. Van een trapezium, dat om een cirkel beschreven is, 
zijn de beide schuine zijden en de straal van den be- 
doelden cirkel gegeven; men vraagt den inhoud te 
berekenen. (Veeartsenijschool 1895.) 


Oplossing. 
Zij ABCD het trapezium; AD == a en BC — 4 de schuine 


zijden en de straal van den ingeschr. cirkel = 7, dan is 
ABI-CD = APHBC = a4ó en de hoogte v. h. trapezium — 2r. 
Dus Inhoud trapezium == S (ad-b).2r=(adb)r. 
Alle inzenders. 


1617. Zoo men binnen den A ABC een punt P aanneemt, 
en men kent de drie zijden des driehoeks, alsmede AP 
en BP, ieder in ’t bijzonder, hoe vindt men dan CP? 
(Veeartsenijschool 1895.) 

Oplossing. 


B ACD AB =d, AP =p en BP =g. 

We trekken CD |l AB, PE _} AB en PF l CD en zullen 
nu achtereenvolgens berekenen: CD, PE, AD, AE, PF, CF 
en eindelijk CP. 


ODE (ee) (s-D(e-) = 


=iV |2artr jerer + be?) — (af Jb! Hef. 
Op dezelfde wijze vindt men : 
PE =DE => [2 etprergt hp — (eoa. 
Verder is AD =1v (AC? — CD?) = 
1 


= Sy (at-fDt-fet—2atd>—2aret2D?er) = 5e (b2JCe?—a?). 


De | 


(De negatieve wortel vervalt) 
AE = 1 (AP? — PE?) = 


2 Ai 99 2 5 D) 
= rr (ettptHgt pep Zerg Ap?) = (cHp-—g*). 


(Ook hier vervalt de negatieve wortel.) 
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PF =DE —= AE — AD = 
Zg Cdptg?) — Brera) tp) 
CF = CD —DF = 
en Vv |2 (a? b2 Hate? Le?) — (atten) 
Verberge tonge) —(ettota0|. 
Dus CP = 1 (CF? 4 PF?) —= 
= Vv Ë (atc? Fatp? — a2g? J biet — bp? HL2q? — 
tp etpr eg) 
— Vv | 2 (alah ate? HJ Diet) — (aid biet) ed 


Xx [2 (erptep orga prge) — (et ot 00) | 





R. v. W. 
1618. Herleid tot de eenvoudigste gedaante: 
(ara TR ek 
28, 14 oke 
(ar)to. (av*) ete 
(Veeartsenijschool 1895.) 
Oplossing. 
Gegeven vorm —= BE == 
(459 b:a Shan 0e 
or 2,4, Boe: abo A 
E (85°): ie a’ vt h 4 a 


Alle inzenders. 


kl 
1619. Een spaarbank geeft aan zijn inleggers 35 °/, en geniet 


zelf 4e Hoeveel wint de spaarbank op een ingelegd 


kapitaal van f 300 in 10 jaar, als men samengestel- 
den interest berekent? (Veeartsenijsch. 1895.) 
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Oplossing. 


In 10 jaar groeit f 300 À 35 °%o samengestelden intrest aan 


tot een bedrag van 1,035!° XxX /300. Dit heeft de spaarbank 
uit te keeren, terwijl zij zelf 1,042510 x f300 ontvangt. Ze 


wint dus 
(1,0425'0 — 1,035'0) x f'300 — 0,10562 x f 300 —= f 31,685. 


log 1,035 _— 0,0149403 log 1,0425 == 0,0180761 
log 1,03510 — 0,149403 log 1,042510 — 0,180761 
1,035'° — 1,41059 1,042510 — 1,51621 


_4,042510 — 1,035 10 — 0,10562 
log 0,10562 =— 0,0237462 — 1 


log 300 — 2,4771213 
log winst == 1,5008675 winst = f 31,686. 


Alle inzenders. 


1620. De som van 4 getallen is een kwadraat; het eerste 
getal is 4,5 minder dan het 2e, dit 4,5 minder dan 
het 3e en dit weder 4,5 minder dan het 4e; welke 
zijn die getallen? (Veeartsenijsch. 1894.) ”) 


Oplossing. 


Laten (n— 4,5); (#); (» + 4,5) en (n +9) de 4 getallen 
zijn. De som der getallen is dan 4n 9. Dit moet een 
kwadraat zijn. Stellen we dus: 4n + 9 —p?, dan moet p? 
een (4-voud +1) zijn. Dit is het geval voor alle oneven 
waarden van p, zoodat we dus in ’t algemeen vinden: 
An J- 9 =(2aJ- 1)’, waarin a alle waarden kan hebben. 

En dus: n=a? Ja — 2. 

De gevraagde getallen kunnen dus algemeen worden voor- 
gesteld door : 

(2 Ha—6,5); (a? Ja—2); (a? +a 42,5) en (a2Hat-7). 


J. Hommes. 


De som der 4 getallen is een kwadraat, zoodat elk kwadraat- 
getal in de rij der opeenvolgende kwadraatgetallen de som 
der 4 getallen kan voorstellen. Men heeft dus; 


And-9z= 1, 4, 9, 16, 25, enz. 
waaruit 4n =—8, —ö, 0, +7, 10 
1 3 
en n=—2, — lg, Os +17, 4, ” 


en voor de 4 getallen 
n—45=—65, —5,10, —4,5, — 2,75, — 0,5 


) 


n =D el OD 1708 4, 


’ 
nie4ö=1-25, 825, 4,5, 6,25, 8,5, 


n+9 =H1, Ro 03 10,75, 18,5 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


1 


8 HZ HB B 


410. De verkoop van 60 M. linnen bedraagt f 104. De 


winst is f 6,5 meer dan 15 M. bij inkoop kosten, Hoe- 
veel zullen 6 M, bij verk. kosten, als men 22°/, van 


den verkoop wil winnen? (Rek. opl.) 
(Veeartsenijschool 1895.) 


Oplossing. 


Was de verkoop f 6,5 minder, dus f 104 — f6,5 = f 97,5 


dan won men den inkoopsprijs van 15 M. De ink. van 


60 4-15 =75M. is dus f 97,5 en van 1 M. f1,30. Zal de 
winst 22°/, van den verk. zijn, dan moet 78°/, van den 
verkoop = de ink. zijn. De verk. van 1 M, is dan f 1,30 : 0,78 
en van 6 M. 6 X f 1,30 : 0,78 = 10 gld. R,. v. W. 


2 8 
411. Iemand verkoopt zijn waren met Öz ol, winst, maar 


door het inmeten wint hij slechts Ene van den verkoop. 


128 
Hoeveel percent heeft hij ingemeten? (Rek. opl.) 


(Veeartsenijschool 1895.) 
Oplossing. 


…. * 2 . . . 
Bij eene winst van 6°/, is de verhouding van in- en ver« 


3 


koop als 100: 1005 of als 125: 1335. Door het inmeten is 
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deze verhouding 125:128. De verhouding van de gedachte 
en werkelijke verkoop is dus als 1335 : 128 of als 100: 96. 


Er is dus 4°/, ingemeten. J. Hommes. 


412. Van een meetk. evenredigheid kan men den eersten term, 


die 40 is, met 135 vermeerderen, als men den laatsten 


met 72 vermindert. Als nu de derde term 1,8 maal 
den tweeden is, vraagt men naar die evenredigheid. 
(Rek. opl.) (Veeartsenijschool 1895.) 


Oplossing. 
Men vermeerdert den eersten term, die 40 is, met 185, 
zijnde het derde gedeelte. 


Dan zal men den vierden term door 5 moeten deelen òf met 


4 

De vierde term is dus 4 X 72 — 288, 

Het product der middelste termen is dus 40 x 288 — 11520, 

De tweede term staat tot den derden als 1:18 = 5:9. 

Zooveel malen de tweede term dus 5 bevat, zooveel malen 
bevat de derde term 9. 

Hun product bevat dus 45 maal de tweede macht van dit 
aantal malen en we vinden dus dat de tweede term gelijk is 

n 5 D= 60 en de derde term — 144, De gevraagde 
evenredigheid is dus: 40: 80 == 144 : 288. J. B, BAKKER. 


À Ì 8 
Ì vermenigvuldigen, òf dezen met — verminderen, 


413. Een koopman verkoopt 20 van een partij koren tegen 


f 12 en de rest tegen f 9,20 den HL. Als hij op 2 
HL. van het eerste gedeelte zooveel wint als hij op 5 
HL. van het tweede gedeelte verliest, en zijn winst 
f 156 bedraagt, uit hoeveel HL. bestond dan de partij ? 
(Rek. opl.) (Veeartsenijschool 1895.) 
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Oplossing. 
De koopman wint op 2 HL. van het eerste gedeelte zooveel 
als hij verliest op 5 HL. van het tweede gedeelte, de inkoop 
van 7 HL.isdus: 2x f12J5Xf9,20 =f24 + f46 —=f 70, 


dus 1 HL. kost bij inkoop Pro, 


Hij verkoopt 2 HL. à f 12 tegen 1 HL. à f 9,20, dus 
3 HL, door elkaar voor f 24 + {9,20 =f 33,20, waarop dus 
wordt gewonnen f 33,20 — f 30 = f 3,20. 

De winst = f 156, de partij is dus groot: 


(156 
z5,z0 “8 HL. = 146,25 HL, san 


(*) Na de plaatsing vernamen we, dat 8 in de opgave : 


moet zijn. In dat geval ondergaat de oplossing eenige ver- 
andering. Da inkoop per HL. blijft f 10, 

Hij verkoopt nu 3 HL, à f 12 tegen 1 HL. à f 9,20 en 
ontvangt dus voor 4 HL, door elkaar 3 X f12 1 X f 9,20 
== f 45,20. De inkoop van 4 HL. is f 40, zoodat de winst 
op 4 HL. bedraagt f 5,20. 

Er is f156 gewonnen, dus bestond de partij uit 

(f 156: f5,20) x 4 HL. = 120 HL. 


414, Iemand zet twee kapitalen, die f 200 verschillen, op 
interest, het kleinste tegen 4°/, het grootste tegen 5 °/, 


'sjaars. Zoo de jaarlijksche rente juist het zy bedraagt 
van de som der beide kapitalen, vraagt men naar hunne 
grootte. (Rek. opl.) (Veeartsenijsch. 1895.) 

Oplossing. 


1 6 
De geheele rente bedraagt 22 of dT ol, van de som der 


6 5 
kapitalen. Dat is Ti Ol, meer dan 4°/, en 1 0/, minder dan 


5 0/,. De kapitalen verhouden zich dus als 5 tot a of als 
ö tot 6. Het eerste kapitaal is dus 5 X hun verschil, dat is 
5 Xx f200=—=f1000 en het tweede 6 x f 200 —= f 1200. 


MansveLT Beck; Sijko; Hommes; LeNstTRA; R. v. W, 
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415. Een koopman verkoopt een partij graan, die hij à f 8 
den HL. gekocht heeft, tegen zulk een prijs per HL. , 
dat hij ten honderd zooveel wint als de verkoopprijs 
per HL. bedraagt. Tegen hoeveel is dat? (Rek. opl.) 
(Veeartsenijsch. 1895). 


Oplossing. 

Voor f 100 is 123 HL. ingekocht en dus 15 HL. ver- 
kocht. De verkoopprijs per HL. en de winst ten honderd is 
dus f (100 15) El Be == f 8,695 (nauwkeurig te klein tot 
op een halve cent. Sijko ; DeeLMAN ; Hommes. 

Tweede oplossing. 
Op f 100 wint hij den verkoopprijs van 1 HL. 
Op f8 wint hij den verkoopprijs van zog EL. En 5 HL. 


Daar 1 HL. met f/8 is betaald, is de En gE van den ver- 
koop. Op 3 GE S wordt dus ze 8 ek del zz deel. Hij ver- 


koopt den HL. dus tegen 1e 5 X Oni Be 
Alle A, Be a N 


416. Een zesvlakkig lichaam is hoog 1,80 M, Boven- en 
ondervlak zijn evenwijdige rechthoeken, de zijvlakken 
trapeziums. Het bovenvlak is lang 4,60 M., breed 
3,25 M. De voetpunten der loodlijnen , neergelaten uit 
de hoekpunten van het bovenvlak, blijven alle 1 M, 
verwijderd van de naaste zijde van het grondvlak. Be- 
reken den inhoud van dit lichaam, 

Waarom is het geene afgeknotte piramide ? 
(Vergelijkend onderzoek H. d. S, Oosterend, gem, Hen- 
naarderadeel, Zaterdag 4 Febr. 1899.) (%) 


Oplossing. 


In de opgave staat, dat de voetpunten der loodlijnen, neer- 
gelaten uit de hoekpunten van het bovenvlak, alle 1 M. ver- 
De Vriend der Wiskunde. XIV, 12 
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wijderd blijven van de naaste zijde van het grondvlak. Die 
voetpunten kunnen dus in of buiten het grondvlak liggen. 

Herste geval, Die voetpunten liggen in het grondvlak. 

Laten AE, BF, CG en DH de opstaande ribben van dat 
lichaam zijn. 

Brengen we door EH en FG van ’t bovenvlak vlakken, die 
het grondvlak volgens IK en LM rechthoekig snijden, dan 
wordt het lichaam verdeeld in twee gelijke afgekn. driezijdige 
prisma's, waartusschen een recht prisma is gelegen. 

Laten we uit E een loodlijn op het grondvlak neer, dan 
zal deze IK in P snijden. 

Gegeven is EF —=4,60 M;EH =325 M; EP = 1,80 M en 
IP=1M,. Verder volgt ait de gegevens td 

IK = EH +2M=5,25 M, dus vinden we 


Inh. prisma ILMKEFGH =! EP. (EU + IK). EF 


= 0,9 X (3,25 + 5,25) 4,6 M3 — 35,19 MS, 

Voorts is de rechte doorsnede van het afgeknot prisma 

AIKDEH een rechth. A, waarvan de rechthoekszijden 1,8 en 
1 M. lang zijn, derhalve is 


inh. AIKDEH — rechte doorsnede X ; 3 LAD J- IK + EH) 


= 0,9 X 5 (5,25 + 5,25 + 3,25) = 4,125 MS. 


Inh. geheele lichaam —= 35,19 + 2 X 4,125 — 43,44 Ms. 
Het lichaam is geen afgeknotte piramide, omdat men niet 
heeft : | 

AD: EH = AB: EF 
of 5,25 : 3,25 = 6,60 : 4,60. 
J. B. Barker; R. v. W, 


Tweede oplossing. 


Het bovenvlak is lang 4,60 M, breed 3,25 M. Uit het gege- 
ven volgt, dat lengte en breedte van het grondvlak resp. zijn 
4,6 M4-2M=—=6,6 M en 3,25 M+2M=5,25 M. 

Grond- en bovenvlak zijn nietgo, dus ’tlichaam is geen af- 
geknotte pyramide, maar een prismoïde, en wel eene obelisk, 
waarvoor geldt : 
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I= H(G+B 440) 


en (6,60 X 5,25 + 4,60 X 3,25 4-4 X 5,60 X 4,25) 


= 43,44 M3. 
Hommes; LeNstRA; Mansvert Brok; Siko ; MoeRDiJK. 


Andere berekening. Volgens de formule : 
I= H(G4BHQ), waarin G, B en H als boven; doch 


Q een vlak voorstelt met de som der breedten van G en B tot 
breedte en de som der lengten van G en B tot lengte. 


lg —0,30 5 Q = (4,6 + 6,6) (3,25 + 5,25) = 


6 
ekke De 
B == 4,6 Xx 3,25 — 14,95; G == 6,6 X 5,25 —= 34,65. 
Inhoud == 0,30 (95,2 J- 14,95 +- 34,65) —= 
== 0,30 Xx 144,80 —= 43,44. 
De eenheden zijn M?, dus 43,44 cM?. 
J. C. Morrpisk. 
Tweede geval. Die voetpunten liggen buiten het grond- 
vlak, Dan is het grondvlak lang 2,6 M., breed 1,25 M; het 
bovenvlak lang 4,6 et breed 3,25 M en 


I= 5H(G4B44M)= 


=— 0,3 (3,25 + 14,95 + 4 X 8,1) = 15,18 M$. 
J. Graver; J. Hommes, 


A17. Door een gegeven punt eene rechte lijn te trekken , 
welke drie gegeven rechte lijnen zoodanig snijdt, dat 
de drie snijpunten en het gegeven punt harmonisch 
gelegen zijn. (Perersen, 218.) OK; 


Oplossing. 
Zij P het gegeven punt en AB, CD en EF de gegeven 
lijnen , dan hebben we deze 
Constructie, Verleng twee der lijnen, b.v. BA en DC tot 


zij elkaar in S snijden. Verbind P met S en trek PG // AB 
die CD in G snijdt. Deel PG in H middendoor en trek HS, die 
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de derde lijn FE in M snijdt. Trekt men nu uit P door M 
een rechte, die met AB, CD en EF de punten Q, N en M 
gemeen heeft, dan zijn Q, N, M en P harmonisch gelegen. 

Bewijs. Trek door M de lijn KI // PG, die CD in I en 
SP in K snijdt, dan volgt uit GH == HP en KI // PG dat 
IM == MK is. Daar volgens constructie PG // AB, is ook 
KI //AB. Uit een en ander volgt: ASQN A IMN 


dus SO: IM SON: NM En . (4) 
Verder is ASQPm A KMP 

derhalve SQ:KM=QP: MP 

of SQ:IM =QP:MP. ..... (9 


Volgens (1) en (2) heeft men nu: 
QN:NM S= QP: MP, 
zoodat Q,‚N, M en P harmonisch zijn gelegen. 
MansveLT Brok ; Hommes; Graver; H. pe Vries; R. v. W. 


418. Een vierhoek ABCD te construeeren uit: AB, AD, 
LB, 4D en de verhouding BC: CD. 
(eran 819.) CG. KS 


Oplossing. 


Analyse. Trek AC en construeer op AD als basis buiten- 
waarts een A ÂDE @ A ABC, zóó dat / ADE = / B en 
ZL DAE =/ BAC is. Dus AE:AC = AD: AB. 

Nu is AD: AB = DE: BC een bekende verhouding, wijl AD 


en AB gegeven zijn. Dus DE —= Ee x BO. 
Ook is gegeven BC: CD, zoodat we vinden: 
DINE = x BC : CD. 


ENroDrt zijn bekend / HRC en / CDA. 

Trekken we nog uit een willekeurig punt F van DE een 
lijn FP // EA, die DA in P snijdt, en PG // AC, snijdende 
CD in G, dan heeft men: 

DF :DE == DP:DA = DG: DO 
waaruit volgt: DESDG DEED 
Ook is PF:PG == AE: AC == AD: AB. 
Constructie, Trek de gegeven zijde DA en teeken aan 
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weerszijden bij D hoeken EDA =Z B en CDA =/ D. Be- 
paal op DE en DC stukken DF en DG zóó, dat men heeft : 


AD 
DF: DG = „5 X BO: CD. 
Zoek volgens bekende constructie — (de meetk. plaats der 


toppen van de AA, die op een gegeven basis FG staan en 
wier opstaande zijden FP en GP eene bekende verhouding 
hebben) — op DA een punt P, wier afstanden tot F en G 
zich verhouden als AD en AB. Trek vervolgens AE // PF, 
die DF in E snijdt en AC // PG, snijdende DG in C, 

Maak / CAB = Z EAD en AB == de gegeven zijde AB. 
Verbind B met C, dan is ABCD de gevraagde vierhoek. 


R. v. W. 
Tweede oplossing. 


Gegeven AD, AB, /D, ZB en Dg = m. 
Vereenig A met C, dan heeft men in A ADC: 
AC? = DC? LAD? + 2DC X DF 
en in A ABC: AC? == BC? + AB? — 2BC xXx BG, 
dus DC? AD? 2DC x DF = BC? + AB? — 2BC Xx BG 


— mm? XDC? HAB? —2mXDCXBG 
DO: (1 — m2) + 2DC (DF + m X BG) AD? — AB? = 0 
2DO (DF + m.BG) , AD? — AB? 
Bee 1 — mm? zE 1 — m? En 
DC —= 


_ DFJmxBG hee mX BG? — (L—m?) (AD? —AB2) 
WE (1 — m2)? 

Hieruit kan DC geconstrueerd worden, daar DF en BG 
bekend zijn uit de rechth. AA ADF en ABG. Van vierhoek 
ABCD zijn nu de 4 zijden en 2 hoeken bekend, zoodat ABCD 
op de bekende manier kan geconstrueerd worden. 

J. Hommes; F. MansverLr Brok. 


1 1 1 f 
419, Als B en is ook 


1 

abe 
11 , 1y2ntl 1 

6 aL >) rtl gnl anF1 

Bewijs dit. C. K. 
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| Oplossing. 


Lossen ej a AE Se ed van b en c (*) uit 


55 +5 = EE 
Haa 1 
be ka 
abe Hate Jatb bte J abe Jab? + be? Jac? Habe —=abe 
ar (b 4e) Ha(b? He? + 2e) J be (L +0) =0 
at +(bJ-e)ad- be =0 
be afb? de? — 2e J- 40 
Tg AE ek 


dan krijgt men 





a=— i 
dn 
2 
a=—b az 
1 
Neemt men nu a=—b5, dan gaat En tie — Ln 
over in Lio ot (5) jwr = (2) 
c c 


4 nl 1 
(ater) rn Cr) 
nl 
G +5 EE ;) 5 PR 


2n1 
= Ebi 1 w. t. b, w 
G F5 Od 5) gen Spant dro 
(*) Men kan ook 5 ten opzichte van a en c,‚ of c ten 
opzichte van a en 5 oplossen.) 
J. Hommes; A. Lenstra; F., MansveLTt Beek. 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1601—1620 en 4A10—419 zijn ingezonden door: 


A. G. d. B., 1607, 9—11, 15—18, 

J.B. Bakker, 1601, 5, 4, 6, 10—13, 15, 16, 19, 20; 410—416. 
F. Mansvelt Beek, 1603—13, 15—20; 410—419. 

S. Bosch, 1601, 3—6, 9—13, 15, 16, 18—20; 410—415. 

C. Brug, 1601, 6, 8, 9, 13, 15, 16; 410—415. 
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W.H. Deelman, 1601, 3, 4, 6, 8—13, 15, 16, 18—20; 410—415. 

J. Graver, 1601—4, 6—13, 15—20 ; 410—417. 

W. Hielkema, 1601, 3, 4, 6, 10, 16, 20. 

J. Hommes, 1601—13, 15—20 ; 410—419. 

P. Hoogenraad, 1601, 4, 6, 9—11, 15, 16, 18—20. 

A. Lenstra, 1601—6, 8—13, 15-—20; 410—416, 419. 

J.C. Moerdijk, 1601, 3—8, 10—13, 15, 16, 18—20 ; 410—416. 

Sijko, 1601—6, 8—13, 15—19 ; 410—416, 419, 

H. de Vries, 1602, 3, 5—13, 15, 16, 20; 410—412, 414, 
415, 417, 418. 

R. v. W., 1601—1620 ; 410—412, 414—418. 


Twee bewijzen voor het theorema van Pythagoras. 


De volgende twee bewijzen komen niet voor in het boekje 
van Jor. Jos. Ien. Horrman (vertaald door H. SrTRoOTMAN), 
getiteld: „De 47e Propositie van Evcuipes, of het leerstuk 
van PyrHAgGoras , met vijfendertig, zoo bekende, als nieuwe 
bewijzen, verrijkt” (Breda , 1834). 


IL. 


Zij ABC de rechthoekige driehoek, dan teekene men het 
vierkant op de zijde c naar buiten, en de beide andere vier- 
__ kanten naar binnen. In het 
EK vierkant op de zijde c kan men 
B den gegeven driehoek viermaal 
| teekenen, en er blijft dan een 
vierkant over met zijde (a—b). 

Dus is 

c2=Z=4XA + (a—b)t. 

De geärceerde ruimte naast 
het laatstgenoemde vierkant be- 
staat echter ook uit 4 driehoe- 
ken, welke het vierkant op de 
zijde b tweemaal bedekken, 
zoodat men ook heeft: 

AX A +(a—b)=at + b?. 

Alzoo c?=—=a? Jb? 


AO 
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II. 


Zij ABC de rechthoekige driehoek, A BAD het halve vier- 
kant op de zijde c‚ A BCE het halve vierkant op de zijde 
a,en A ACF het halve vierkant 
op de zijde b, dan is A BDE 
gelijk en gelijkvormig met A ABC, 
en de figuur ACBD is dan gelijk 


aan 5 c? + A ABC, maar ook 
gelijk aan 
Zar dgb ABDE + 
JA AFG — A DEG. 
De beide laatste driehoeken zijn 


echter ook gelijk en gelijkvormig, 
zoodat 





1 1 1 
== 0? A 
dmt + 5 Ga 
Opmerking. Het negentiende bewijs, behoorende bij Fig. 
19 van het bovenvermelde boekje, kan men ook als volgt geven: 


Als men van de geheele 
figuur het vierkant op de 
zijde BC afneemt, blijven 
er 3 driehoeken over, die 
gelijk en gelijkvormig zijn 
met den gegeven drie- 
hoek. Neemt men de 
beide andere vierkanten 
weg, dan blijven er even- 
eens 3 driehoeken over. 





Rotterdam, Nov. 1898. F. J. Vazs. 
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PYTHAGORAS en zijn Theorema. 

Het vaderland van Pythagoras was het eiland Samos, al- 
waar zijn vader Mnesarchus het burgerrecht had verkregen 
wegens diensten, die hij den bewoners tijdens een hongersnood 
had bewezen. Door zijne vrouw vergezeld ondernam Mnesarchus 
dikwijls reizen voor beroepszaken ; zoo bevond hij zich in het 
jaar 569 v. C. te Tyrus, toen Pythagoras geboren werd. 

Op achttienjarigen leeftijd begaf Pythagoras zich van het 
eiland Samos, dat toen in de macht was van den tyran Po- 
lyerates , naar het eiland Lesbos, waar hij door een oom gast- 
vrij werd opgenomen. Gedurende twee jaren genoot hij daar 
onderricht van Phereeydes, die den naam had een wijze te 
zijn, evenals Anaximander en Thales. 

Nadat Pythagoras zich de godsdienstige denkbeelden van zijn 
leermeester had eigen gemaakt, begaf hij zich in het jaar 549 
naar Miletus, om het onderwijs te genieten van Anaximander 
en Thales, welke laatste toen reeds 90 jaar oud was. Bij hen 
bestudeerde Pythagoras voornamelijk cosmographie en mathesis. 
Van Thales is bekend, dat hij aan Egypte het zonnejaar ont- 
leende, zons- en maansverduisteringen kon berekenen en de 
hoogte eener pyramide bepaalde naar hare schaduw, ook wordt 
hem de ontdekking van hoogst belangrijke, wiskundige stel- 
lingen toegeschreven. | 

Van Anaximander weet men, dat hij het gebruik van den 
gnomon tot bepaling der zonshoogte kende. Ook was hij de 
eerste, die aardrijkskunde onderwees en op koper geographische 
kaarten teekende. Bovendien mag wel vermeld worden, dat 
Anaximander de eerste was, die in proza schreef, want tot 
zijn tijd werden alle geleerde werken in verzen geschreven, 
iets dat nog het langst bij de Indiërs heeft stand gehouden. 

Thales wees den weetgierigen jongeling op Egypte als het 
land, waar hij zijn dorst naar wetenschap het best zou kunnen 
bevredigen. De Phoenicische school der priesters te Sidon 
moest eenigermate als voorbereiding tot deze reis dienen. 
Pythagoras bracht daar een geheel jaar door en begaf zich in 
het jaar 547 naar Egypte. Ofschoon Polycrates, die Pytha- 
goras zijne vlucht van Samos had vergeven, aan koning Amasis 
een brief zond, waarin hij den jongen geleerde aanbeval, 
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kostte het Pythagoras, als buitenlander en als zoodanig een 
onreine, de ongeloofelijkste moeite, tot de kaste der priesters, 
die zelfs hunne eigene landslieden ongaarne met hunne weten- 
schappen gekend maakten, te worden toegelaten. De priesters 
van den tempel te Heliopolis, tot wie de koning zelf Pytha- 
goras bracht, verklaarden het voor onmogelijk hem in hun 
midden op te nemen en verwezen hem naar het oudste priester- 
college te Memphis; dit beval hem Thebe aar. Hier werden 
Pythagoras voor zijne opneming in de priesterkaste vrij harde 
voorwaarden gesteld, maar niets kon hem terughouden. Hij 
vervulde alle ceremoniën en stond alle proeven door, waarna 
zijne studie begon onder leiding van den hoofdpriester Sonchis. 

Gedurende zijn 21-jarig verblijf in Egypte gelukte het Pytha- 
goras niet slechts de geheele Egyptische wetenschap te door= 
gronden en in zich op te nemen, maar werd hem ook in de 
priesterkaste de hoogste eere deelachtig. 

In het jaar 527 stierf Amasis; in het daarop volgende jaar 
526, onder de regeering van diens zoon Psammenitus, drong 
de Persische koning Cambyses in Egypte en koelde zijne woede 
op de door hem gehate priesterkaste. 

Bijna al hare leden werden gevangen genomen; onder hen 
ook Pythagoras, wien als verblijfplaats Babylon werd aange- 
wezen. Hier in het middelpunt van den wereldhandel, waar 
Bactriërs, Chineezen, Indiërs, Joden en andere volkeren te 
zamen kwamen, had Pythagoras gedurende zijn 12-jarig ver- 
blijf gelegenheid zich ook met die kennis te verrijken, waarin 
de Chaldaeërs uitmuntten. 

Een toeval verschafte Pythagoras de vrijheid, waardoor hij 
op 56-jarigan leeftijd naar zijn vaderland kon terugkeeren. Na 
een kort oponthoud op het eiland Delos, waar hij zijn leer- 
meester Pherecydes nog in leven vond, besteedde hij een half 
jaar aan eene reis door Griekenland, om met de godsdienstige, 
wetenschappelijke en sociale toestanden van dat land bekend 
te worden. | 

Het begin van Pythagoras’ optreden alslecraar op het eiland 
Samos was zeer bedroevend : om toch niet geheel zonder scho- 
lieren te blijven , moest hij zelfs zijn eenigen leerling, die toe- 
vallig ook Pythagoras heette, geld toe betalen. Dit noopte 
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hem zijn ondankbaar vaderland te verlaten en een nieuw te huis 
te zoeken in de aan beschaving rijke steden van Groot Griekenland. 

In het jaar 510 kwam Pythagoras te Croton. Zooals men 
weet, was dat een revolutie-jaar. Tarquinius moest uit Rome, 
Hippias uit Athene vluchten; in de nabijheid van Croton , te 
Sybaris, braken onlusten uit. 

Het eerste optreden van Pythagoras voor het volk te Croton 
begon met eene rede tot de jongelieden, waarin hij streng, 
maar tevens zoo aangrijpend, de plichten der jeugd behandelde, 
dat de oudsten der stad hem verzochten ook hen in zijn on- 
derwijs te doen deelen. In zijne tweede rede wees hij op de 
naleving der wetten en de reinheid der zeden als de steun- 
pilaren van het familieleven; in de 2 volgende wendde hij zich 
tot de vrouwen en kinderen. 

De laatste rede, waarin hij voornamelijk de weelde veroor- 
deelde, had tot gevolg, dat duizenden kostbare gewaden naar 
den tempel van Hera werden gebracht, daar geene vrouw, 
hiermede getooid, op straat durfde verschijnen. 

Pythagoras’ taal drong tot in de ziel zijner hoorders en 
daarom verbaze men zich nief, dat zijne leeringen eene veran- 
dering te weeg brachten in de zeden van Croton’s bewoners ; 
scharen van de meest verschillende toehoorders stroomden tot 
hem. Behalve de jongelieden, die den geheelen dag zijne 
lessen bijwoonden, kwamen bij zijne avond-voordrachten wel 
600 van de eerwaardigste mannen der stad, vrouwen en doch- 
teren; onder deze behoorde ook de jonge, hoogbegaafde en 
schoone Theano, die het een geluk beschouwde de vrouw te 
worden van den 60-jarigen leermeester. 

De hoorders splitsten zich in leerlingen, die eene school in 
engeren zin vormden en in toehoorders — eene school in rui- 
meren zin. Aan de eersten, de zoogenaamde Mathematikers, 
werd de strenge leer van Pythagoras, als een wetenschappe- 
lijk logisch geheel van de elementaire begrippen der mathesis 
af tot de diepzinnigste abstracties der wijsbegeerte , ingeprent ; 
tevens leerden zij onvolledige wetenschap voor schadelijker 
houden dan de onwetendheid zelve. 

Omstreeks het jaar 490, toen de school van Pythagoras haar 
hoogsten bloei bereikte, stelde zich zekere Hyppasos, die als 
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een onwaardige uit de school was verbannen, aan de spits 
der demoeratisehe partij te Croton en trad als aanklager op van 
zijne vroegere collega’s. De school werd vernietigd, het vermo- 
gen van Pythagoras verbeurd verklaard en deze zelf verdreven. 

De daarop volgende 16 jaren leefde Pythagoras te Tarentum ; 
maar ook hier verkreeg de democratische partij in het jaar 
474 de bovenhand, zoodat Pythagoras, nu een 95-jarige 
grijsaard, andermaal de vlucht moest nemen. Hij ging naar 
Metapontum, waar hij nog vier jaren zijn ongelukkig leven 
voortsleepte. Eindelijk overwon ook daar de democratie; het 
huis, waarin zich zijne school bevond, werd verbrand, vele 
zijner leerlingen kwamen om, terwijl Pythagoras zelf, die 
slechts met moeite de vlammen ontkwam , spoedig daarna op 
99-jarigen leeftijd overleed. 


Eene der belangrijkste stellingen in de Wiskunde (zoo niet 
de belangrijkste) wat hare gevolgen en toepassingen betreft, 
is ongetwijfeld het zoogenaamde Theorema van Pythagoras. 

Naar getuigenis van Procles (412 — 485 n. C.) hebben wij 
het bewijs dezer stelling te danken aan Euclides (+ 300 v.C.) 
die het in het eerste boek van zijne Elementen” heeft opge- 
nomen. Hoe het bewijs van Pythagoras zelf was is niet be- 
kend. Het is ook niet uitgemaakt of Pythagoras die eigen- 
schap van den rechthoekigen driehoek zelf ontdekt heeft, of 
ze van Egyptische priesters of te Babylon heeft leeren ken- 
nen. Het meest aangenomen gevoelen is, dat Pythagoras de 
eigenschap van den driehoek, waarvan de eene zijde —= 3 
(beduidt Osiris), de andere == 4 (Isis) en de hypothenuse —= 5 
(Horus), bij de Egyptische priesters leerde kennen, waarom 
ook wel die driehoek de Egyptische wordt genoemd. 

De eigenschappen van zulk een driehoek waren evenwel niet 
alleen aan de Egyptische priesters bekend — ook de Chinee- 
sche geleerden kenden ze. In de Chineesche Jaarboeken wordt 
de broeder van Vorst Uwan-Tschou-Gun, die omstreeks 1100 
v. C. leefde, hoogelijk geroemd: hij kende de eigenschap van 
den rechthoekigen driehoek, hij vervaardigde een sterrenkaart, 
vond het kompas uit en bepaalde de lengte van meridiaan en 
aequator. Deze vorst schreef ook, of werkte ten minste mede 
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aan eene meetkundige verhandeling, waarin de grondtrekken 
der mathesis in den vorm van een tweegesprek tusschen 
Tschou-Gun en Schan-Gao worden behandeld. De titel van dit 
boek is: Tschaou-pi, d.i. het been van Tschao. Ook toen 
reeds werden de zijden van een driehoek beenen genoemd, 
zooals nog in verschillende talen gebruikelijk is. 

Hier volgen eenige paragrafen uit het le hoofdstuk van dit 
werk : 

S 1. Tschou-Gun zeide eens tot Schan-Gao: „Ik vernam, 
heer, dat gij met de getallen en hunne toepassing vertrouwd 
zijt; ik wilde u daarom vragen, op welke wijze de oude Fochi 
de graden op den hemelbol bepaalde? Er zijn toch geen 
trappen, waarop men naar den hemel klimmen kan ; ketting 
en maat, die voor de aarde worden gebruikt, kunnen ook 
niet dienen ; ik wenschte wel eens te weten, hoe B deze ge- 
tallen bepaalde.” 

8 2. Schan Gao antwoordde: „De kunst van die te tellen 
wordt op den cirkel en den vierhoek uitgevoerd.” 

8 6. Wanneer men een rechthoekigen driehoek in zijne 
bestanddeelen onderzoekt, zoo is de lijn, welke de eindpunten 
der rechthoekszijden vereenigt (als de basis —= 3 en de 
hoogte = 4 is) gelijk 5, 

S22. Tschou-Gun riep uit: „Dit is inderdaad voortreffelijk,’ 

Er moet worden opgemerkt, dat de betrekkingen, die er 
tusschen China en Babylon bestonden, het waarschijnlijk ma- 
ken, dat bedoelde eigenschap reeds aan de Chaldaeëörs bekend 
was, aan wie o.a. ook de uitvinding van het rekenen met 
getallen, de kennis der evenredigheden en meer van dien aard 
wordt toegeschreven. 

Pythagoras, die 21 jaren in Egypte en 12 jaren te Babylon 
doorbracht, kan dus die eigenschap van den rechthoekigen drie- 
hoek zoowel in het eene als in het andere land hebben leeren 
kennen; wat het wiskundig bewijs betreft, dit is hoogst waar- 
schijnlijk van Pythagoras zelf afkomstig. Terwijl bij zich met 
de optelling van reeksen onledig hield, kon hij zeer natuur- 
lijk van den driehoek met de zijden 3,4, 5, a's bijzonder geval 
tot de algemeene eigenschap van den rechthoekigen driehoek 
geraken, 
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Toen hij opmerkte dat de optelling der termen eener reeks 
van oneven getallen (lJ-3=4, 143 J-5==9 enz.) eene 
reeks van quadraten oplevert, kon hij den regel aangeven om 
rationeele rechthoekige driehoeken te vinden: men neemt 
een oneven getal (stel 7) voor de kleinste rechthoekszijde, 
verheft dat tot quadraat (7? = 49) trekt daarvan één af (49 — 


1 == 48) en halveert de rest Es DE 24); deze helft (24) zal 


nu de grootste rechthoekszijde uitmaken en dit getal met één 
vermeerderd (24 J- 1 = 25) de hypothenuse, 

Reeds de Ouden erkenden de belangrijkheid van het theorema 
van Pythagoras, waarvan o.a. de verhalen van Diogenes Laërtius 
en Plutarchus als bewijs kunnen dienen; Pythagoras zou, toen 
hij die merkwaardige eigenschap van den rechthoekigen drie- 
hoek leerde kennen, aan de goden tot dank een os geofferd 
hebben. Dit verhaal is ongetwijfeld verzonnen, daar het 
bloedvergieten, dus ook bet offeren van dieren, in strijd is met 
zijne leer. 

In de middeleeuwen verkreeg het theorema van Pythago- 
ras, dat ook genoemd werd nventum hecatombe dignum (eene 
ontdekking, een offer van 100 ossen waard), den eeretitel van 
magister matheseos en de kennis er van gold nog vóór eenige 
tientallen van jaren als blijk van grondige mathematische vor- 
ming. Er was zelfs, naar beweerd wordt, een tijd, toen van 
ieder, die zich aan het examen van Meester in de mathema= 
tische wetenschappen onderwierp, een nieuw bewijs van het 
theorema van Pythagoras verlangd werd !). 


Dit opstel is ontleend aan een Russisch werkje van Jury 
Wieper, in het Duitsch vertaald door F. Graar. 





t) XXIX van de belangrijkste bewijzen, met vele aanteekeningen 
verrijkt, zijn door A. J. van Breen en Dr. J. G. van Deventer bijeen- 
gebracht in „De Vriend der Wiskunde’, 2e Jaarg. 1887, blz. 76—106. 
Zie ook: „De Vriend” III, 1888, b\. 191. J.J. Posthumus, 2 bewij- 
zen. „De Vriend” IV, 1899, bl. 209, A. F, B. Dulfer, 1 bewijs. „De 
Vriend’ IX, 1894, bl, 199, Dr. D. J. M„, 1 bewijs. „De Vriend” XIV, 
1899, bl. 183, F. J. Vaes, 2 bewijzen. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" October 1899 franco 


1641, 


1642, 


1643. 


1644, 


1445. 


1646. 


bij den Redacteur A.J. van Breen te Arnhem 
worden ingewacht, 


Als men voor z = oe ……., aanneemt 
3 J- 0, tv ( (2 — = 500 of W/31, welke dezer benaderde 


waarden is dan de nauwkeurigste ? 

(Hoofdaete Utrecht 1898.) H. VerHaaen, 
Een kapitaal A staat p maanden uit tegen a °/, ’s jaars 
n » B „ 4 » » n Ön» ” 

» n Cant » nh a n 
Hoe lang zal men deze Ba gedurende een ge- 
lijken tijd moeten uitzetten om evenveel rente te 
trekken ? 
(Hoofdacte Breda 1884.) H. VERHAGEN, 
Een wijnhandelaar heeft zooveel minder dan 2 HL. wijn 


à f1,20 den L., als hij meer dan 1e HL. heeft à 90 
cent den L. Hij mengt beide soorten dooreen en ver- 


koopt nu den L. met 235 %o winst voor f 1,25. Hoe- 


81 
veel L had hij van elke soort ? 
eat IV, 3e afd., A ai ui VERHAGEN. 
Ee Ve 5+ 5 Vs at: > ans 


'n VERHAGEN. 
Een winkelier koopt thee à f2 en à /2,25 per KG 
Later verkoopt hij ze, de eerste partij à f 1,60, de 
tweede à f2,50 de KG en ontvangt in ’t geheel f 490, 


Zoo hij 65 °, ‘verloren heeft, vraagt men naar de 


grootte van elke partij ? 
(S. pe Gast), opl, rek. vr., 41 bl. 99.) H. VerHaGeN. 
Als „ oneven is en geen 5-voud, bewijs dan, dat 


n° — 1 door 80 deelbaar is. (n == geheel getal, 
(WisseLiNK 4e Verz., S33,, no. 3) H, VERHAGEN, 


1647, 


1648. 


1649, 


1650. 


1651, 


1652, 
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Twee evenwijdige lijnen RR, en SS, zijn gegeven en 
een loodlijn daarop, snijdende RR, in A en SS, in 
B, Op RR, neemt men van A af een stuk AA, en 
op SS, (van B af aan den zelfden kant van AB) een 
stuk BB,, zoodat AA, xX BB, = AB*. Men trekt 
AB, en A‚B elkaar in M snijdende. Uit M laat men 
op AB een loodlijn neer, die AB in P en AB, in Q 
snijdt. 

Laat eindelijk C het snijpunt zijn van AB en A,B,, 
dan vraagt men te bewijzen : 
le dat de meetkundige plaats van ’t punt M een cirkel- 
omtrek is; 
2e dat M het midden is van PQ; 
3e dat de raaklijn aan genoemden cirkel in M door het 
punt C gaat. 
(Ex. Wisk. L. O. Soerabaja, 1899.) 
Als a en b gegeven lijnen voorstellen, vraagt men 
eene lijn 


at bâ4 
DS ea HDD rn te construeeren. 


W ja(a + b)3 + a (a—b)? | 
(Ex. Wisk, L.O. Soerabaja, 1899.) 


Een driehoek te construeeren als gegeven zijn: de 
basis, het verschil der opstaande zijden en het verschil 
der loodlijnen uit de uiteinden der basis op de op- 
staande zijden neergelaten. 
(Ex. Wisk. L. O. Soerabaja 1899). 
Men vraagt den vorm 

3r*—5 (2 — xr 3) — (wv —r3) 2 
in twee factoren van den eersten graad te ontbinden. 
(Ex. Wisk, L. O. Soerabaja 1899). 
Iemand heeft een schuld van f10000. Hij komt met 
den schuldeischer overeen, die met inbegrip van de 
rente à 4°/, af te doen in vijf gelijke jaarlijksche ter- _ 
mijnen te beginnen over 1 jaar. Hoe groot is elke 
termijn. 
(Ex. Wisk. L. O. Soerabaja 1899). 
Schrijf zoo eenvoudig mogelijk 


1653. 


1654. 


1655. 


1656. 


1657. 


1658. 


1659. 


1660. 
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de sell 3 aï 5 
ara Vv wg 3a te 2749 
(Ex. Wisk, L. O. Soerabaja 1899.) 


Drie getallen, waarvan de som 14 is, vormen een 


meetkundige reeks. Trekt men van het grootste getal 


2 af, dan krijgt men eene rekenkundige reeks. Welke 
zijn die getallen ? 
(Eindex. H. B. S. Ned-{ndië 1899.) 
x te berekenen uit: 
ge—2 en get Be zel En 3et2 
(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië 1899.) 

a er v —l+y3 

2 (2 QI Re 

re) 143 
(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië.) 
Aan twee elkaar in C uitwendig rakende cirkels, welker 
stralen 84 en a zijn, trekt men eene raaklijn, die de 
beide cirkels resp. in A en B raakt. Bepaal den in- 
houd van A ABO. (Eindex. H. B. S. Ned.-Indië 1899.) 
Als a, b, c gegeven lijnen voorstellen, te construeeren 


KOl 
Tg tga ab + c?). 


(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië 3995) 
Los x en y op uit: | 
(et Ge? Hy?) =a en (23 4y?) (a? —y?)=b. 
(Hers (LAnkereEN Marrars & TescuH) $ 62, no. 69) 
H. Srersma. 
Als men uit een punt P der hypotenusa BC van een 
geliĳkbeenigen rechthoekigen A ABC als middelpunt 
een cirkel beschrijft, die het verlengde der rechthoeks- 
zijden BA in M‚ AB in M', CA in N en AC in N' 
snijdt, bewijs dan dat 
AM + BM + AN +CN== AM + BM’ + AN + CN 
Als men uit het hoekpunt A van A ABC de middel- 
lijn AMD van den omgeschreven cirkel trekt, bewijs 
dan dat het punt D, het midden G van AB en het 
hoogtepunt H 3 punten in eene rechte lijn zijn. 


De Vriend der Wiskunde. XIV. 13 
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OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1621—1640. 


1621. ’s Morgens te 8 uur ging P van A naar B en legde 
4 KM. per uur af. Later ging Q, die 5 KM. per uur 
aflegt, langs denzelfden weg van B naar A. Op het 
oogenblik, dat P en Q elkander voorbijgingen, had 


Ie Ee van den geheelen weg meer afgelegd dan Q, en 


50 min. later was P 15 maal zoover van À verwijderd, 


als Q van B. Hoe laat was Q vertrokken ? 
(Hoofdacte, Arnhem 1898.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
Op het oogenblik der ontmoeting had P afgelegd 


(+5) 2=5 van den weg, en Q 55 van den weg. - 


33 
De afgelegde wegen verhielden zich dus als 20: 138, 
de snelheden S nan ne 
de tijden 5 BENE DS DE 


Later verhielden zich de wegen als 4: 3 
de snelheden als 4: 5 
5 4 3 
de tijden als 2'5=018 
Het verschil in tijd in ’t eerste en ’t tweede geval is het- 


25 
zelfde gebleven. A had eerst 12 X ’t verschil in tijd geloo- 
pen, later n Xx dat verschil, d. í. En X dat verschil meer, 
en dat is 50 minuten. 


Het verschil in tijd van A en B is dus 


12 > 12, 5 
5 DO ns 5 Xg tur = 2 uur, 
en B is om 82-10 uur vertrokken. H. VERHAGEN. 


Tweede oplossing. 
Op het oogenblik, dat P en Q elkaar ontmoetten, had P 


(: + e) he a en Q dus En van den weg afgelegd. Op 


dat oogenblik had P dus En maal zooveel gedaan als Q. 
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In de volgende 50 minuten legt P een weg van ox 4 KM, 
== B: KM. af en Q B 5 KM. = 4 KM., zoodat P nu in 


t geheel ĳ maal zooveel afgelegd heeft als Q. 


Had P echter Ee x45 KM. = 65 KM. in die 50 min. afge- 


legd, dan had hij in ’t geheel ook En maal den weg van Q 


2 
doorloopen. Bijgevolg is 5 — Ee En 2 maal die afstand gelijk 


16 1 1 
aan ban KM. — 35 MS 3735 KM. 
Dus heeft Q afgelegd B KM. Ee ROME 


en P LX 15 KM. —= 20 KM. 


P heeft daarvoor (20 KM.: 4 KM.) X 1 uur = 5 uur noodig 
gehad en Q (15 KM.:5 KM.) X 1 uur = 3 uur. 

Hieruit blijkt, dat Q 5 —3=2 uur later dan P en dus 
om 10 uur is vertrokken. R. v. W. 


1622. Kan, als men 7/3 en v/2 ver genoeg benadert, ’t ge- 
beuren, dat vroeg of laat de overeenkomstige decimalen 
in beide worteltrekkingen gelijk worden ? b.v: 


eee ‚ 2318567 enz, 
km A err 2318567 enz. 

(WisseLink; Ve Verz. $ 20, No.2.) H. VERHAGEN. 

Oplossing. 
Heeft men dat: 
EEEN 2318567 enz. 
des. 2318567 enz., dan heeft men ook 
03 0000000 enz. 


dus is dan v”3 — 12 gelijk aan een meetbaar getal. Dan is ook 
13 — 2)? =5— 26 —= een meetbaar getal. 

Waaruit volgt, dat 76 een meetbaar getal zou zijn, het- 
geen echter niet het geval is. 

Uit het een en ander volgt dus, dat de overeenkomstige 
decimalen niet gelijk kunnen worden. T. Mansverr Brox. 
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Opmerking. Bovenstaande oplossing is goed voor dit geval, 
nl. nu v3 X1v/2 een onmeetbaar getal is. Anders niet. 
Bijv. hadden we de vraag gedaan ten opzichte van v/7ö 
en 7/12, en redeneerden we evenzoo: 
1585 6e LAGO OON 


VIBA ne 728569 … 
dus ie ND Ae Nee 000000 enz. 
of VV 15 — v/12 —= een meetbaar getal. Dan zou ook 


(175 —/12)? —=27 een meetbaar getal zijn. Dit nu is zoo. 
Wat kan men nu besluiten? Niets. 
Verkieslijk is daarom onderstaande oplossing. 


Voor ’t geval de overeenkomstige decimalen gelijk werden, 
zou men hebben: 
V3—/2 =p (een meetbaar getal) 


vs Den 
3 =p. 2422 
3 p= 2 
pie 
SS 
2p 


Nu stelt het eerste lid der laatste vergelijking een meetbaar 
getal, het tweede lid een onmeetbaar getal voor. De eerste 
vergelijking is dus valsch. SIJKO. 


1623. Van 3 op elkaar volgende getallen is het middelste 
eene volkomen tweedemacht. Bewijs, dat het gedurig 
product dier getallen deelbaar is door 60. 

(WisseLink, IVe Verz. S 30, No.5.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Eigenschap. Een kwadraat getal is òf een 5-voud òf een 

5-voud + 1. 

Bewijs. Zij a de wortel, dan is 
a=—=b:v. of a =—=d-v. tE 1 of a ZS O-v en 
dus a? —=b-v. of a? =-v. +1 of a? = bev. 4 = bev. —Ì. 
Hebben we nu 3 opeenvolgende getallen, waarvan het mid- 
delste een kwadraat is, dan is òf dat middelste een 5-voud 
òf het eerste òf het derde. Hun product bevat dus den factor 5. 
Bij 3 opeenvolgende getallen is steeds een 3-voud. Het 
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product bevat dus den factor 3. Is het middelste getal oneven, 
dan zijn de beide andere even. Is het middelste getal even , 
dan bevat het den factor 4, omdat het een kwadraat getal is. 
Het product bevat dus ook den factor 4, 

Het product is dus deelbaar door 4 X 3 X 5 == 60. 

J. B. BAKKER. 
1624. Als men het gedurig product 300X302X304 X. ‚ .x 2000 
deelt door 12240, wat is dan de hoogste macht van 30, 
die op het verkregen quotient deelbaar is ? 
(R. v. WAGENINGEN Pz.. Vr. en Opg. over de theorie der 
Rek., III, bl. 55.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 

Nemen we het gedurig product 2 xX4X 8 enz. tot Xx 2000. 
Dit bevat le 1000 factoren 2, want we hebben dan 1000 even 
getallen. Verder bevat het nog 

5OO + 250 +125 +62 +31 +15 +731 factoren 2, 
dat is samen 1994 factoren 2. 

De getallen van 2 tot en met 296, 298 bevatten 

149 +74 437 HIS 9 H4H2H1 of 294 factoren 2, 
dus het gedurig product bevat 1700 factoren 2, 

De getallen van 2 tot en met 1998, 2000 bevatten 

833 + 111 +37 J12 +4 41498 factoren 3 
___en de getallen van 2 tot en met 296, 298 bevatten 71 fac- 
toren 3, dus het gedurig product 427 factoren 3. : 
____De getallen van 2 tot 2000 bevatten 249 factoren 5 en die 
van 2 tot 298 bevatten 35 factoren 5, dus het gedurig pro- 
duct 214 factoren 5. 
_ Het gedurig product wordt gedeeld door 12240, of door 
2480 ,3240, derhalve bevat het quotient nog 1220 factoren 2; 
187 factoren 3 en 214 factoren 5. Het getal 30 = 2 X 3 X 5, 
dus de hoogste macht van 30 op het quotient deelbaar is 30!87, 
S. Boscn. 
1625. Iemand koopt twee stukken laken à f 4,50 en à f 4 
den M. Hij betaalt het le stuk met guldens en het 
Ze met rijksd., samen 260 geldstukken. Hoe lang zijn 
de stukken, als het Je hem f'20 minder kost dan het 2e? 
(N. L. W.A. GRAVELAAR, Opg. t. oef. in het pr. rek, 
S 46, No. 2.) H. VERHAGEN. 
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Oplossing. 

Betaalde hij voor het 2e f 20 minder dan nu, dan moest 
hij 8 rijksd. minder betalen. Het aantal geldstukken was dan 
260 —8==252. Hij betaalde dan voor beide stukken even- 
veel, het eene in gld., het andere in rijksd. Het aantal gld. 
stond dan tof het aantal rijksd. als 2,5:1 =—=5: 2, 


Aantal gld. was X 252==180, en aantal rijksd. 5 X 202 —= 72. 


Oorspronkelijk Ree rijksd. was 72 +8 = 80, ie selig staat 
met f 200. 
De stukken zijn dus 


DL TMO Men 


F5 nr lang. 


J. C. Moerpisx. 


1626. A en B handelen ieder voor zich. Het geld van A 
staat tot dat van B als 5:8, A wint f 60 meer dan 
12 “|, terwijl Bf 400 verliest. Als nu het geld van 
A zich verhoudt tot dat van B als 3:4, vraagt men 
met hoeveel geld ieder den handel begon. H. VERHAGEN. 
(S. pr Gasr Jz, Het oplossen d. rek. vrgst. no. 172 bl. 121.) 


Oplossing. 


A en B handelen. Hun sommen verhouden zich als 5: 8. 
A wint f 60 meer dan 12°/,. Was A den handel begonnen 
12°, meer dan nu, dan hadden hunne sommen zich ver- 
houden als 1,12 X 5 staat tot 8, of als 5,6:8, of als 7:10. 
Had A dan f 60 gewonnen, dan moest hij na den handel 
evenveel hebben als nu. | 

Opdat hunne sommen zich bleven verhouden als 7:10, 


moest B E x f 60 =fT winnen. 


Hij verliest echter f 400 = en 


Ji 2800 + 600 mijn 9400 minder, dan we onderstelden, 


hij ontvangt dus 


7 
Hunne sommen PRET zich nu als 3: 4. 
B beeft dus 7 — 8d van A’s eindsom minder ontvan- 
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gen, dan we onderstelden. Dit is Sen 
21 3400 


A ’s eindsom was dus 7 X —7 = {5100 


en zijn beginsom ee (f5160 — f 60) = f 4500. 


É Se of 
Die van B was 5 X f 4500 = f 7200. J. C. MoeRpiJk. 


1627. Zij ABCD een willekeurige vierhoek en T het snijpunt 
der loodlijnen uit de uiteinden van AB op de daaraan 
grenzende zijden AD en BC neergelaten ; te bewijzen , 
dat de verlengde loodlijn uit T op de lijn, die de mid- 
dens der diagonalen vereenigt, AB snijdt in een punt V, 
welks afstanden tot A en B zich verhouden als de 
projecties AO en BG van AD en BCop AB. H. Srrrsua. 


Oplossing. 


Beschrijf op DB als 
| middellijn een cirkel ; 
eveneens op AC; als 
deze cirkels elkaar 
snijden in K en L, 
is KL de machtlijn der 
eirkels, welke dus lood- 
recht staat op de cen- 
traal EF. We moeten 
vooreerst bewijzen, dat 
T is een punt der 
machtlijn, want dan 
valt de loodlijn uit T 
op EF samen met de machtlijn. ATL BC en BH | AD, dus 
T is het hoogtepunt van A ABM, als M het snijpunt is der 
verlengde zijden AD en BC. Nu is A ATHm A BTI, dus 
AEH Woof ABDe TI —= BT XHI; 
en daar de cirkel op DB als middellijn gaat door D, O, H 
en B; die op AC door A, I,G en C, is T een punt van de 
machtlijn; derhalve is de loodlijn uit T op EF de machtlijn. 
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Snijde deze AB in V, dan is, omdat V ook een punt is van 
de machtlijn : 


VO Xx VB = VK X VL = VA X VG, 


of vOs: VA z=VG:VvB 
of (VO — VA): (VG — VB) = VA: VB 
DA SBO vAn 


H. SreRsMA JR. 
Tweede oplossing. 
Zij ABCD de ge- 
BR geven vierhoek, waarin 
B getrokken zijn AE L 
BC, BE Mr ADSR 
is het snijpunt van 
AE en BF. Laten Ì 
en K de middens zijn 
der diagonalen AC en 
BD. Trekken we nu 
TOP EIKEN 
op AB. Er moet dan 
bewezen worden, als 
we nog DG en CH L 
AB trekken, 
AG :BH =S AP : BP. 
Bewijs. Trek nog IL | AB, KM | AB en TN 1 AB, 
Daarna nog KQ | IL. 
Stel nu Af—=a, AH=4, HBC, GDS ORE 
AF =f, BG =g, BEA en AL =K. 
We hebben dan A TNB A AFB 





TN: NB =AF:BE 

TN:(AB—BN) =S BECAE . en 

Uit (1) volgt nu: IN= BE Í Ee ee 

Uit (2) volgt: TN =(b +e— BN). 5. AEN 
Uit (3) en (4) lossen we nu op: , : 

__(b+e)gh _ (b +) 
BN .… (5) je NES n Ae (6) 
my Ct0 (7) 


fktgh 
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1 1 
Ook hebben we: AL= gb, AM =g(atb+0) 
Dus: KQ=LM = 5 (a+) 


Ee, KM =d en 1Q =1L— KM = 3 (e—4) 
APNTx AIKG 
waaruit volgt: NEEN 0 KG 
_ (e—d) (b + c) fy 
al NE eFoukt gh) 
We hebben nu: 


APZAN-—PN=@HOÓHOfk— (e— db + 0) fy 
(a+ ce) (fg + gh) 
ENEN EO (ESA) (DE) fg 


(atc) (fh + gh) 
zoodat we dus krijgen : 
AP (a+ o)(b+e)fk — (e—d)(b + e) fy (8) 
BP (a+ c)(b+e)gh+(e-d(btHoOfg 
Ook hebben we: 


AABF A ADG en A ABE» A BCH 
waaruit volgt: 


AF: BF = AG: DG of =S 
ck 
en : BE: AE = BH: CH fg 


Door deze waarden van f en g te substitueeren in (8) krij- 
gen we: 
ie B 


BP 7 
B —d) kT 








a fate (edel a _ AG 


cla+odte-dal Te BE 


waarmee dus het gestelde bewezen is. J. Hommes. 


Derde oplossing. 
Zij AE de projectie van AD op AB en BF die van BC op 
AB; M het midden van AC en N dat van BC, Snijdt nu de 


202 


verlengde loodlijn uit T op MN de zijde AB in S ‚ dan moet 
bewezen worden: A$S:BS —= AE: BF. 

Trekt men DG == en // CB, dan zal deze lijn (zoo noodig 
verlengd) AT rechthoekig snijden in I, en AB snijden in K, 

Verbindt men G met A, dan is AG//MN, wat gemakke- 
lijk bewezen kan worden, als men de diagonaal CG: van het 
parallelogram BODG trekt; immers CG gaat door het midden 
N van BD, terwijl CN—= NG is, zoodat MN de middens der 
opst. zijden AC en GC van A ACG verbindt. Bijgevolg staat 
TS ook rechthoekig op AG. 

Het snijpunt H van DE en Al is het hoogtepunt van 
A ADK, de derde hoogtelijn gaat dus ook door punt H. De 
verlengde lijn KH staat derhalve evenals BT | AD, zoodat 
KH // BT loopt. j 

Trekken we thans HP // TS, snijdende AB in O en AG 
rechthoekig in P, dan blijkt terstond : 

AAHOm A ATS en A KHO » A BTS, 
dus AO AS HO TS EK ORN 
waaruit volgt: AO: KO AS: BS Cn 

Laat men eindelijk GL LL op AB neer, zoo is EL de pro- 
jectie van DG —= BC op AB; dus EL —= BF, want DG is 
bovendien // BC. 

De rechth. AA AIG en APH zijn wm, omdat ze een scher- 
pen Z gemeen hebben, dus heeft men: 

AG:AI =S AH:AP 

Voorts blijkt gemakkelijk : 

AALGm A APO en A AIK» A AEH ‚ zoodat 
AG AOADEAP dus SC .AO__ AL AP 
Al: AB == AKAH AD SAE AKA 

Uit (2) en (3) volgt: AO:AE= AK: AL 
AE:(AL — AE) = AO:(AK — AO)of AE: EL = AO : KO (4) 

Volgens (1) en (4) is: 

AE:EL = AS:BS of AE:BF == AS:BS, q.e.d. R.v. W. 





(3) 


1628. Een vierhoek ABCD te construeeren, als 2 overstaande 
zijden AB en CD, 1 diagonaal AC en de // ABD en 
CDB, die de diagonaal BD met de gegeven zijden 
maakt, bekend zijn. (Perersen, 292.) H. Siersema. 
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Oplossing. 

Analyse. Laat van den vierhoek ABCD gegeven zijn: CD, 
AB, AC en de hoeken CDB en ABD. Trekken we door B 
eene lijn // de gegeven zijde CD, en nemen daarop BE —= BF 
= CD; trekken we AE, ED en FC, dan is bekend: 
‚ABE =/ DBE — / ABD —= het verschil van de 2 gegeven 
hoeken; A ABE is nu te construeeren, doordat 2 zijden BA 
en BE bekend zijn, benevens den ingesloten / ABE. 

BD is in richting bekend, dus ook FC //BD, en omdat AC 
in lengte gegeven is, kan het punt C gevonden worden. 

Constructie, Trek een willekeurige lijn BD, en trek aan 
denzelfden kant van BD de lijnen BA en BE, die met BD 
de gegeven hoeken ABD en ABE maken. Pas daarop stuk- 
ken af,‚ respectievelijk gelijk aan de gegeven zijden AB en 
BE (= CD); dan is A ABE geconstrueerd ; verleng EB met 
een stuk BF — EB —= DO, en trek FC //BD, dan moet daarop 
het over Z A gelegen hoekpunt C liggen. Beschrijf uit A 
met de gegeven diagonaal AC als straal een cirkelboog, die 
FC in de punten C en C, snijdt (*); trek nu nog CD(C,D,) 
IBF, en verbind A met D (D,\ dan is de vierhoek geconstrueerd. 

De voorwaarden voor bestaanbaarheid en voor ’t voldoen 
van Ì of 2 vierhoeken zijn niet moeilijk af te leiden. 

(*) Al naar dat de cirkelboog 0, 1 of 2 punten met CF 
gemeen heeft, zijn er O, 1 of 2 vierhoeken. H. SrersMa. 


1629. Construeer met eene gegeven zijde een gelijkzijd'gen A, 
wiens hoekpunten moeten liggen op de zijden (of hare 
verlengden) van een gegeven geliĳkzijdigen A. J.A. B. 

Oplossing. 

Analyse. Zij A ABC de gegeven A en A DEF de ge- 
vraagde A , waarvan de hoekpunten D,E en F' achtereen- 
volgens gelegen zijn op AB, BC en CA of haar verlengden, 

De AA ADF, BED en CFE zijn congruent. 

Immers DF =DE = EF; verder zijn de tophoeken gelijk ; 
terwijl bovendien / ADF =/ BED =/ CFE is, want 

BADDE /LDEC/ A=/DEC—/ DEE =/ CFE enz. 
òf als D, B en F op de verlengde zijden van A ABC liggen, 
EERDE ZAL DEO =S DFE-- / DFC = / CFE. 
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Daaruit volgt: AFSS ED SOES 
dus AF + AD = AB of AD — AF == AB. 

Van A ADF is dus bekend de basis DF, de tophoek A en 
de som (of het verschil) der opstaande zijden. 

Constructie. Construeer op de gegeven zijde als basis een 
A met een tophoek van 60°, zoo, dat de som (of het verschil) 
der opstaande zijden gelijk is aan de zijde van den gegeven 
driehoek. De hoekpunten D,E en F worden daarna gemak- 


kelijk gevonden. R. v. W‚, 
Tweede oplossing. 


Geg. Gelijkz. A ABC, lijn a. 

Gevr, Een geliĳkz. A te construeeren met de gegeven lijn a 
als zijde, waarvan de hoekpunten op de zijden van A ABC liggen. 

Constructie. Trek bv. uit B een hoogtelijn. Beschrijf uit 
C met a als straal eeu cirkelboog, die de hoogtelijn uit B 
snijdt in D. Trek uit D een lijn // CB, die AB in E ontmoet. 
Trek uit E een lijn EF (/ DC. Maak op AC CG —=BF en 
trek EG en FG, dan voldoet A EFG aan de vraag. 

Bewijs In A DEB is / DEB — 180° — Z ABC == 120° en 
Z DBE = 80°, dus / BDE —= 180° — 120° — 30° = 30°, dus 
EB == ED, maar in parallelogram EDCF is ED — FC, dus 
EB = CF en BF = CG (volgens de constructie) en /, EBF = 
ZL FCG = 60°, dus A EBF PL A FCO, dus EF = FG. Verder 
is AB = AB —BE — BC—CF = BP = OG en AG = 
AC —C = AB—AE = BE en LGAE=/ EBF — 60°, 
dus AGAEZ AEBF, dus GE = EF = FG = a (want 


EF = CD = 4). 
A EFG is dus geliĳjkz., heeft a tot zijde en E,‚F' en G 
liggen op AB, BC en CA. H. B. Bons. 


Derde oplossing. 
Stel AP = CQ =BR =p dan is AR = BQ = PO = a —p 
a==zijde geg. geliĳjkz. A is. 
Trek QD | AB dan is DB = (a — p). 
Stel RQ =QP = RP =g dan heeft men 
ge =p? + (a — p)? — 2 X 7 (ap) = Ip" — Sap + a? 


q° 


1 
ppd en 
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1 4q* —at a 1 
Es = — — 842 
p=zatEr 12 En gr (12e: 3a?). 


De gegeven zijde q moet dus > el: zijn. 
Daar nu g bekend is, constueert men den gevr. A PQR door 


uit elk hoekpunt in dezelfde richting q af te zetten en deze 
drie punten te verbinden. 


leg { ze en { a dan vallen de eben op de zijden 


van den a 1e. 
Voor q =a vallen de A A samen. 
Is q )a dan vallen de hoekpunten van den gevraagden A 
op de verlengden der zijden van den gegeven A. 
Morrpisk; Hommes; HooernraapD; T. MansveLT Beck. 


Vierde oplossing. 


Analyse. Zij A-ABC de geg. A, M het middelpunt van 
zijn omgeschr. cirkel en A DEF de gevr. A, welks zijde.a is, 


dan is de straal van den omgeschr. cirkel van A DEF = 5 avs. 
Constructie. Laat uit A en C loodl, op de overstaande zijden 
neer, dan is haar snijp. M,‚ het middelp. van den omgeschr. 


eirkel, Construeer S av 3 en beschrijf uit M als middelp. en 


Zas als straal een cirkel, dan zal deze de zijden van A 


ABC bijv. in D, E en F snijden; verbinden we D met E‚ E 
F en F met D, dan is A DEF de gevr. A. 


Bewijs. AM — BM — CM; LMAC=/ AOM =} L BAC 


Es 5 ZL ACB enz. Volgens de constructie is DM —= EM —= FM. 


Van A AMD en A BME zijn dus / MAD == / MBE, 
AM = BM en DM —= EM, zoodat ze @ zijn, dus AD B I 
evenzoo blijkt AD =CF, dus AD —=BE —=CF en daar dit 
zoo is, is ook BD —= CE == AF, zoodat A DAF, A EBD en 
A FCE twee zijden en den ingesloten £ gelijk hebben, dus 
zijn, zoodat DE —= BF —= FD of A DEF gelijkzijdig is, en daar 


FM = ar 3 is, is DF =a, dus is A DEF de gevr. A. 
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Discussie. Daar elke zijde van den geg. A in ’t algemeen 
twee snijp. geeft, zijn er twee A A, die aan de vraag voldoen; 
die twee A A verschillen echter alleen in stand: ze zijn 2, 
Raakt de cirkel aan de zijden van den geg. A, dan is er 
één A mogelijk; valt de cirkel binnen A ABC, dan is er 


geen A die aan de vraag voldoet, dan is 6 av3g{r, als r 


de straal van den ingeschreven cirkel van A ABO is. 
J. GRAVER. 


1630. Verdeel één trapezium in twee gelijkvormige trapeziums 
door eene lijn // aan de evenwijdige zijden. 
(Eindex. Gymn. Arnhem 1896.) 
Oplossing. | 

Analyse. Zij ABCD het gegeven trapezium en EF // AB de 
gevraagde lijn, dan is trap. ABFE ze trap. EFCD. 

Trek AF en EC, dan is 

ACDEmeAFBA en ACEF A FAB 
CD:FE CE: AF... (1) CE: AF SEF ABR 
Uit (1) en (2) volgt CD:EF =EF:AB en EF =1/ CD.AB. 

Constructie. Beschrijf op AB als middellijn den halven cir- 
kel, neem AG = DC, trek GH ._L AB, vereenig G met H, dan 
is AH=AG.AB= | CD. AB=EF, neem Al == AH, trek 
IF//AD en FE//BA, dan is trap. ABCD in 2 gelijkvormige 
trapezia verdeeld. Bonp, DEELMAN, GRAVER, HOOGENRAAD. 

Tweede oplossing. 

Analyse. Zij ABCD het gegeven trapezium en laat EF' de 
lijn zijn, die aan de vraag voldoet. Stellen we nu AB —= a, 
CD =b en EF =x. We hebben dan: 

Opp. ABFE : Opp. EFCD = ar: be za: b. 

De vraag kan dus nu teruggebracht worden tot de volgende: 

Trapezium ABCD door een lijn evenwijdig aan de even- 
wijdige zijden in twee deelen te verdeelen, waarvan de opp. 
v. h. ond. deel staat tot de opp. v. h. bov. deel —= a:5. 

Dit vraagstuk lossen we als volgt op. 

Trek de opstaande zijden AD en BC door, totdat zij elkaar 
snijden in T. We hebben dan: | 

(A ABT — A EFT): (A EFT — A CDT) za:b, 
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of daar de vierkanten van deze driehoeken evenredig zijn met 
de vierkanten van hunne overeenkomstige zijden : 
(a? —a?):(2? —b*)z=a:b, 

waaruit we nu gemakkelijk oplossen: z? = ab, zoodat dus z 
de middelevenredige is tusschen de evenwijdige zijden a en b. 

Constructie. Uit bovenstaande berekening volgt dadelijk de 
constructie voor de lengte van EF. Is EF bekend, dan zetten 
we EF uit op AB en trekken van uit het uiteinde F', eene 
lijn // AD. Deze lijn snijdt BC in F, Trek nu uit F delijn 
FE//AB, dan is EF de gevraagde lijn. Srisko; J. Hommes. 


1631. Door het midden M der basis BC van een geliĳjkbee- 
nigen A ABC wordt eene rechte DE getrokken, die 
het verlengde van AB in D en AC in E ontmoet; be- 
wijs, dat DE ) BC is. 

(Machinistenschool Hellevoetsluis 1898.) A.G.p.B. 
Oplossing. 

Trek BE en CD, dan is: 

CBD +/ ACB =/ CBD + / ABC = 180° 

dus / DBE + / DCE = 
=4CBDH/ ACB +/ CBE + / DCB ) 180° .. (1) 

Vierhoek DBEC is dus geen koordenvierhoek. 

Uit (1) volgt, daar de som der hoeken van een vierhoek 
=— 360° is, dat / BDC + / BEC {180° is. Beschrijft men 
dus een cirkel N door de punten D, B en C, dan ligt E 
buiten dien cirkel. DE zal den cirkelomtrek snijden (in F). 

Uit de stelling : 

„de kleinste koorde, die men door een punt binnen een 
cirkel trekken kan is die, welke door dat punt middendoor 
wordt gedeeld’’, 

volgt, dat DF ) BC (beide gaan door M en MB = MC). 

Verder is DE > DF, omdat F tusschen D en E ligt, dus 
DE ) BC, wat te bewijzen was. H. B. Bone. 


Tweede oplossing. 
Trekt men BF // AC, die DE in F snijdt, dan blijkt ter- 
stond A BFM2 A CEM, dus FM == EM en DM ) EM. 
Hieruit volgt, dat het midden N van DE op DM ligt. 
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Een rechte (/ BC en door N gaande, zal dus het verlengde 
van AB in G, en dat van AC in H ontmoeten. Nuis A AGH 
een geliĳjkb. A vo A ABC en daar AG > AB, is ook GH >» BO. 

We zullen nu bewijzen: DE > GH. | 

Trek EI // AG en EK | GH, dan heeft men: A NEI a 
A NDG, want NEZ ND, / D= / NEI en ZEN SS NE 

Dus NI = NG. Verder is A EIH @x A AGH en alzoo 
El= EH en KI=KH. 


Bijgevolg is NI+KI=KN= ; GH. 


In den rechth. A NKE is NE (= 8 DE) SNES : GH). 


Derhalve DE >) GH. 
We hebben nu DE ) GH > BO of DE > BC. R. v. W. 


Derde oplossing. 


Bewijs. Daar AB —= AC is, is / ACB — LABC=/ BMD 
+4 BDM, waaruit volgt / BDE {ZL ECB. Trekken we uit 
B eene lijn, die DE in F ontmoet, zoodanig dat / BEF = 
ZL ECB is, dan ligt F tusschen D en E, daar / BFE > Z BDE 
is. Nu hebben de A A MBF en MEC gelijk / BFM en 
ZL ECM, / BMF en / EMC, BM en CM, dus zijn ze @, 
zoodat BE —= EC en de A A BEF en EBC gelijk hebben BF 
en EC, ZL BFE en 4 ECB, terwijl ze BE gemeen hebben, dus 
basis, tophoek en been gelijk, dus zijn ze @, waaruit volgt 
FE —= BO; verder is DE ) FE, dus ook DE > BO. 

DEELMAN ; J. GRAVER. 


Vierde oplossing 
Trek BG //AC dan is A MBG 2 A MCE dus BG = CE. 
Ook heeft men AE:BG =—= AD: DB daar AE { AD moet ook 
BG of EC { DB. | 
Laat uit E en D de loodlijnen EH en DF neer op BC dan 
is A FBD xe A HCE of BD: CE = FB: HC en BD ) CE dus 
FB) HO. Verder heeft men 
DM >) FM 
ME) MH 
DE ) FH dus DE ) BH + HC of DE ò BO. w. t. b. w. 
T. MansveLrt Beo. 
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1632. Zij P een punt der diagonaal AC eener ruit ABCD. 
Bewijs, dat AP.‚PC==AB? — PB? 
Oplossing. 
Zij ABCD de ruit en P een punt der diagonaal AC. Beschrijf 
uit B met BA als straal een cirkel, dan gaat deze door C. 
Trek door B en P de middellijn EBPF', dan is 
PRO PEPE 
=— (BE + BP) (BF — BP) 


= (AB + BP) (AB — BP) 
=— AB? — PB?2, 
Tweede oplossing. 
Zij ABCD een ruit, P een punt der diagonaal AC, dan is 
AO = OO en A AOB rechthoekig in O. Trek BP, we hebben nu 
BO? = AB? — AO? = BP? — PO? 


of ABY— BP2—= A02 — PO?.. 04. (* 
of AB? — BP? —= (AO + PO) (AO — PO) 
dus AB? — BP? = PC. AP. 


(*) Men heeft dus ook de eigenschap: Het verschil der vier- 
kanten der afstanden van een punt B tot 2 gegeven punten A en P 
is gelijk aan het verschil der vierkanten der afstanden der 
projectie O van het punt B op de rechte door A en P tot de 
punten A en P. AGD B: 


1633. Bewijs, dat het product der afstanden van een puntP_ 
van den omgeschreven cirkel van een vierhoek ABCD 
tot 2 overstaande zijden, gelijk is aan het product der 
afstanden van het punt P tot de andere 2 zijden. (Parrus.) 

Oplossing. 

Zij vierhoek ABCD een ingeschreven 
vierhoek in cirkel M en PE | AB, 
PF | BC, PG | CD en PH 1 AD, dan 
moet bewezen worden, dat 

PESPG PENH: 

Bewijs. Vereenig P met twee overs 
staande hoekpunten, b.v. met B en D, 
dan zijn in A PBE en A PDH / E 
en Z H recht, en 
De Vriend der Wiskunde, XIV, 14 
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L PBE = /PDH —; bg PA, dus A PBE A PDH, 


zoodat PE:PH'PB:PD 
Evenzoo zijn in A PDG en A PBF / G en/F recht , 


en L PDG = / PBF =— ; bg PBO, 


dus PB:PD SPE:PG 
Uit (1) en (2) volgt nu: PE:PH = PF: PG 
of EE .-PG SEE SE 


Tweede oplossing. 

Als men P als top aanneemt der 4 AA , die een zijde van 
den vierhoek ABCD tot basis hebben, heeft men door toe- 
passing der eigenschap, dat in elken driehoek het product van 
twee zijden geliĳk is aan het product der hoogtelijn op de 
derde zijde met de middellijn van den omgeschreven cirkel , 


in A PAB PA.PB =2R.PE 
in A PCD PD.PC =2R. PG 
dus PA.PB.PC.PD=—4R:.PE.PG. . . fi) 
in A PBC PB.PC =2R.PF 
in A PAD PA.PD =2R.PH 
dus PA .PB;PO,PD —4Rt,PE- PAC 


Uit (1) en (2) volgt nu 
4R° .PE.PG Z=4R?.PFE.PH 
of EE SBC SER RHS 
(Zie ook: „De Vriend der Wiskunde’, IV, bl. 16 no. 359 
en IX, bl. 148 no. 995.) 


1634, Door een punt P eener middellijn AB van een cirkel M 
wordt eene koorde CPD, door A wordt eene raaklijn 
en uit B worden de rechten BCE en BDF naar de 
raaklijn getrokken. Bewijs, dat het product AE, AF 
constant is. 

Oplossing. 
Trekt men AC en AD, dan is A ACP A DBP en 

A ADP A CBP, zoodat men heeft: 

AC:BD = AP: DP 
ADs BO SIDPABP 
AC, AD: BD BO SS ARZBE ET CO (1) 
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Verder zijn de rechth. AA ABE en BCA gelijkvormig ; 
zoo is ook A ABF» A BDA. 


Dus AE:AB == AC: BC 
AF:AB =AD:BD 
AE.AF:AB2 =AC.AD:BC. BD. . (2) 


De evenredigheden in (1) en (2) hebben een verhouding 

gemeen ; bijgevolg is 
AE, AF: AB2 — AP: BP 
of AE. AP gn Xx AB?, dat is een constante waarde. 
hee vee We 
Tweede oplossing. 

… Bewijs. Trek nog door het genomen punt P de lijn GL // EF 
en laat GL de boog BCA snijden in G; lijn BC in K; boog 
BDA in L en de lijn BF in M, Ten we nu benee! dat 
PK X PM constant is, dan zal ook AE x AF constant zijn, want 


AEXAF == (AB 
(Ee) Xx PK x PM. 
Nu is: / KPC = / DPM (overstaande 2e) 
L KOP =z bg BD = } bg BL — F bg DL = 


= 3 bg BG — 5 bg DL = 4 PMD, 
dus APCKm A DPM, 
waaruit volgt : BORDAR=EK PD 
dus ook: PK x PM = PC XPD (constant) 
derh. is ook AE x AF constant. J. Hommes. 
Derde oplossing. 
Trek door P de rechte GPK IBAF, die bg AC in H, BD 
in I en bg Ek in K snijdt, Ben is 


LBGK = 5 (bs BK — bg CH)= 5 Lpg BH —bg CH) = > 5 bgBC. 


Ook is / BDC = 2 Dg BC, zoodat 4 BGK = Z BDC en CG 


antiparallel met DI is, dus kan om vierhoek CGDI een cirkel 
beschreven worden. 
Nu is PG.PI=PC.PD (in cirkel om vierh. CGDI) 
en PC.PD =PH.PK = PH? (in cirkel M) 
dus PG.:PISPC,PD == PH? constant, 
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Verder is A BPG A BAE dus PG : AE —=BP : BA 


a A BPI « A BAF dus PI : AF = BP: BA 
dus PG.PI:AE. AF = BP? : BA? 
of PH: : AE. AF —= BP? ; BA? 


Trek BH en verleng die tot L in AE dan is 
A BPH @ A BAL dus BP: BA = PH: AL 


en ook BP: : BA? —= PH? : AL? 
dus PH? :AE. AF —= PH? : AL? 
waaruit AE.AF = AL? = constant 

043795 
1635. Bereken: _0,567g10»f6894 


(men gebruike een logarithmentafel met vijf decimalen). 
(Derksen en pr Larve, Algebra, III, $ 285, No. 57.) 


Oplossing. 
De uitdrukking « stellende, zoo is: 
log x = 0,46894%*9795 og 056781 
== 0,46894013100 (075421 — 1) 
— 0,468940:*3799, _ 0,24579. 


mene 





y 
log y = 0,43795 Xx (0,67112 — 1) 
log y =0,43795 X — 0,32888. 
log log y =log 0,43795 + log 0,32888 (n) 
=— 0,64142 — 1 + 0,517038 —1 (n) 
log log y = 0,15845 — 1 (1) 
log y= — 0,14403 = 0,85597 — 1 
Dus log log z=log y +log 2,4579 (n) 
=— 0,85597 — 1 + 0,39056 — 1 (1) 
=— 0 24653 — 1 (1) 
log & —=-— 0,17641 = 0,82359 — 1 
x= 0,66618 
Opmerking. Verscheidene oplossingen waren fout, omdat 


c 
. hb . . 
men de beteekenis van a niet wist. 


c c c 
Te (ay? en niet (2) of al A À. H.C. M, 
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— 1,2946 216 


1636. Bereken: z# == (147896 + 0,39749) 
(men gebruike een logarithmentafel met vijf decimalen). 
(Derksen en pr Larve, Algebra, III, S 285, No. 58.) 


Oplossing. 
Stel 1,47896 WS y; nu is 
log y = — 1,2946 X 0,16996 


log (—logy) =log 1,2946 +log 0,16996 = 
— 0,11213 + 0,23035 — 1 
of log (— log y) = 0,34248 — 1 
— log y == 0,22003 
logy == 0,77997 — 1 
y = 0,60251 





Dus _ &=(0,60251 4 0,39749) 1 Ó orgr = 1. 
A. H. C. M. 
1637. Bereken x, als 
ank 0,828e80rf6832_ 5018642 
Bn 0,020109 


(men gebruike een logarithmentafel met vijf dezimalen). 
(Derksen en pr Larvr, Algebra, III, S 285, No. 59.) 


Oplossing. 


Stel 0,828630:16832 _ , en 5018642 = b 
log a == 0,46832 x (9,91839 — 1) 
log log a =log 0,46832 + log 0,08161 (#) 
== 0,67054 —- 1 + 091174 — 2 (n) 
log log a == 0,58228 — 2 (n) 
log a = — 0,03822 — 0,96178 — 1 
dus 4091576 


Evenzoo is log 5 —= è log 0,18642 =: X 4,27050—5 


log b—= 0,85410 — 1 
b — 0,71467. 
a—b __ 091576 — 0,71467 


BEE LS 0020109 0020109 
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ze DOOD GEN 
of logo = 0,020108 10; bijgevolg 


y= 1010 — 10000000000. 
AH. CW 


1638. Bereken # uit: 
it 8,465 


et, 46889 1,01846 
__0,89466” ® 





OE 184,83 
(men gebruike een logarithmentafel met vijf decimalen). 
(Derksen en pr Larve, Algebra, III; S 285, No. 60.) 
Oplossing. 
1 
0,89466” 06 
Nu is log a — 0,6 X (0,95166 — 1) = 0,570996 — 0,6 
log a —=0,97100 —1 


Stel = 0,89466%6 — 4. 


a = 0,9354. 
Stel 25000 desse UE 
1,01846 
logdbi= 78465 X log 0,46888, maar 
log 0,46888 — 0,67106 — 1 — — 0,32894, dus 
1,01846 x 0,32894 
log be 


8,465 
log (— log b) =log 1,01846 +4- log 0,32894 — log 8,465 —= 
0,00794 + 0,51712 — 1 — 0,92763; 
log (— log 5) —=0,59743 — 2 
— log b — 0,03958 
log b —=0,96042 — 1 
of b =0,9129 





Nu is loe og C+P _ 0,9354 + 0,9129 
Ee ETL 
1 
Of log Ui 700 


(Vele leerlingen maken nu eene fout !) 
log # = 0,01000 of # = 1,0233. 
A JERS SMS 
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1639. Bereken # uit: 


ú 3 7,84 

XI 4,83688 — 170,414144 

EE 1 0,086432 
BST 0,132339 


(men gebruike een logarithmentafel met vijf decimalen). 
(Derksen en pe Larve, Algebra, III, S 285, No 61.) 


Oplossing. 
1 
stel —_ 2 XB’ — 4,83688 —= — 4. 
v0,086432 
% 1 
Nu is à —= 0,0864327 x 4, TR 


log a = S log 0,086432 + — Ee 4,85688. 


log a — ; X (0,93667— 2) + : x 0,68457 


log a = 0,40501 — 2 + 0,22819 
log a = 0,63320 — 2 | 
a— 0042973. De eerste term van den teller is 
— 10a == — 0,47973. 


Stel 7, en O,AL4144 = b, dan is 


0,38285 
TA 
log (— Ne dee = log 0,38285 — log 7,84. 
log (— log b) = 1,58303 — 2 — 0,89432 
log (—log b) = 0,68871 — 2 
— log b == 0,048832 of 
log 5 == 0,95117 — 1, 





log b= iz “© 61715—1) = 


b = 0,89366. 
De teller is dus 
— 0,42973 — 0,89366 —= — 1,32339. 
E —1,32339 __ 
Derhalve is log log « = 0132859 TT 10 
log == 10 dns 
1010 


x= 10 


216 


of 1070000600000 =w 10, 

Opmerking. Op blz. 144 is in de opgave een fout inge- 
slopen, nl. 0,483688 moet zijn 4,83688; de geplaatste oplos- 
sing is die van de verbeterde opgave. Bij de beoordeeling 
der vraagstukken is natuurlijk met de foutieve opgave rekening 
gehouden (het antwoord is in dat geval: 5,7425). _ 

De bedoeling van de opgave was log log # gelijk min den vorm 

10 


van no. 1639. In dat gevalisx — Hoje Á. HCM 
1640. Hoeveel is de logarithme van: 
4,326 
v0,167849, als 8,6424 het grondtal is, minder dan 
0,80871 ? | 


(men gebruike een logarithmentafel met vijf decimalen). 
(Derksen en pr Larve, Algebra, III, S 285, No. 62.) 
Oplossing. 
4.326 
Stel de logarithme van 7” 0,167819 in het stelsel 8,6424 
ses EN AATDIS 


4,326 
8,6424* —= v 0,167849 
© log 8,6424 = zn Xx log 0,167849 


4,326 

0,22492— 1 __ _— 0,17508 
4,826 X 0,93663 T 4,826 x 093665" 
log (— z)=log 0,77508 — (log 4,326 + log 0 93663) 
log (— ax) = 1,88935 — 2 — (0,63609 + 0,97157 — I) 
log (—x) == 028169 — 1 


dus # == 


2 010129 v == — 0,19129 
—0,19129 is (080871 + 0,19129) minder dan 0,80871, 
derhalve het gevraagde getal is 1. A. „HGM: 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 

420. Bepaal de meetkundige plaats der zwaartepunten der 
AA, die eene gemeenschappelijke basis en een top/_ 
van gegeven grootte hebben. R. Burren. 
(ScrönreLp, Vrgst. Plan. & Ster. bl. 33, no. 6.) 
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Oplossing. 


Als AA eene gemeenschappelijke basis en een top/ van 
gegeven grootte hebben, is de meetkundige plaats der toppen 
de boog van een cirkelsegment, dat den gegeven top/_ bevat. 
De zwaartepunten dier AA liggen op de zwaartelijnen uit 
het midden der basis naar de toppen getrokken en wel op een 
afstand van een derde der lengte van elke zwaartelijn van het 
midden der basis gelegen. Zij maken met elkaar de punten 
uit van een boog van een cirkelsegment, dat ook den gegeven 
top bevat, doch waarvan de koorde een derde is der ge- 
meenschappelijke basis en de straal een derde van den straal 
van den omgeschreven cirkel (van het gegeven cirkelsegment) 
der AA. Door nu ter weerszijden van het midden der basis 
een zesde deel der basis af te passen, dan heeft men op de 
basis een stuk gelijk aan een derde der basis. Uit de uit- 
einden daarvan kan men nu met een derde van den straal 
van het gegeven segment cirkelboogjes beschrijven en uit haar 
snijpunt als middelpunt met een derde van den straal het ge- 
vraagde cirkelsegment, dat dan de meetkundige plaats is der 
zwaartepunten. 

Dewijl men aan beide zijden der gemeenschappelijke basis 
een cirkelsegment kan beschrijven, dat den gegeven top4_ 
bevat, bestaat de gevraagde meetkundige plaats uit twee van 
die cirkelsegmenten ter weerszijden der basis beschreven. 

We verwijzen verder naar het werkje: Merkwaardige punten 
en lijnen van den vlakken drichoes door A. J. van BREEN. 
Tweede vermeerderde druk. Amsterdam, 1898, W. Versluys. 


421. Bepaal de meetk. pl. der middelpunten der ingeschreven 
cirkels der AA , die eene gemeenschappelijke basis en 


een top/ van gegeven grootte hebben. R. Buirer. 
(ScnönreLp, Vrgst. Plan. & Ster. bl. 33. no. 7.) 
Oplossing. 


Als AA eene gemeenschappelijke basis en een top/ van 
gegeven grootte hebben, is de meetkundige plaats der toppen 
de boog van een cirkelsegment, dat den gegeven top/ bevat. 

De bigsectriees der tophoeken van al die A A snijden elkaar 
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in het midden van den boog, die met den boog van het cirkel- 
segment, dat den gegeven top/ bevat, samen den omge- 
schreven cirkel van de AA uitmaken. 

De bissectrices der basis/ / snijden de bisgectrix van den 
bijbehoorenden top/ in een zelfde punt, dat het middelpunt 
is van den ingeschreven cirkel van den bijbehoorenden A. 

Al die middelpunten samen vormen de gevraagde meet- 
kundige plaats. | 

Vereenigt men nu een dier middelpunten met de uiteinden 
der basis, dan is de top/ van den nu ontstanen A gelijk 
aan 90° + halve gegeven top/, zoodat een dier middelpunten 
ligt op een cirkelboog, die de gegeven basis tot koorde heeft 
en hoeken bevat gelijk aan 90° + den halven gegeven top/. 

Als men nu ter weerszijden der gegeven basis A A met 
den gegeven top/ beschrijft, verkrijgt men twee van die 
cirkelbogen. 

De gevraagde meetkundige plaats bestaat dus uit twee ter 
weerszijden der basis gelegen gelijke bogen van cirkelsegmenten, 
die de basis tot koorde hebben en hoeken bevatten gelijk aan 
90° + halve gegeven top/. 

Zie: Van Breen, Merkw. lijnen en punten van den vlakken A. 


422. 10 koeien kunnen in 12 weken eene weide afgrazen , 
waar in dien tijd E is bijgegroeid, In hoeveel tijd kan 


dat — onder dezelfde voorwaarden — geschieden door 
14 koeien ? À. vAN HevucekeLvmM. 


Oplossing. 

In 12 weken groeit er : van de oorspronkelijke hoeveelheid 
gras bij, dat is per week En daarvan. In 12 weken verbrui- 
ken 10 koeien E maal de aanvankelijke hoeveelheid, dus 1 

| 1 ! 
koe per week Le: LO le 96 daarvan. 


Nu hebben 14 koeien B en ri van die hoeveelheid per week 


96 48 
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1 
er 75 


Bel 

id ì Ee 
groeide verbruiken ze dus nog B 5 
voorhanden zijnde gras. De geheele weide kunnen ze dus in 


8 weken afgrazen. R. v. W. 


noodig. In dien tijd is bijgegroeid. Behalve het bijge- 


van het aanvankelijk 


Antwoord op eene vraag. 


A. v. H.! De oplossing van het vraagstuk: 
„De waarden van # en y te vinden in de vergelijkingen : 
vd-y 240 3 AEN Ee 
vd y + EE en x2 + y? = 358 
is geplaatst in „De Vriend der Wiskunde”, X, bl. 219 no. 1145. 





_ GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1621—1640 en 420—422 zijn ingezonden door : 


de D., 1630, 32, 33. 

deb: Bakker, 1623, 25, 37, 39. 

T. Mansvelt Beck *), 1622, 23, 25, 26, 28—33, 55—37, 
39 ; 420—422. 

S. Bosch, 1621—26, 28—30, 32, 38, 40; 422. 

H. B. Bone, 1621, 23, 25, 26, 28 — 34, 36—38; 420 —422. 

W. H. Deelman, 1621—26, 28 — 33, 35—38; 421. 

J. Graver, 1621—26, 28—33, 35—38; 421. 

J. Hommes, 1621—23, 25, 27—36, 40; 420 — 422. 

P. Hoogenraad, 1622, 23, 25, 28-83, 36, 37. 

J. C. Moerdijk, 1621—26, 28 —30, 32, 36—40. 

Sijko, 1621—26, 30, 32, 33, 35—40; 420—422, 

R. v. W., 1621—25, 27—34, 36—40; 420 —422. 


Onduidelijk geschreven eijfers, hoofdletters en afzonderlijke 
letters doen bij het nazien der oplossingen vaak zien, dat de 
inzender er nu de (het) eene en dan weer de (het) andere 
letter (cijfer) voor heeft aangezien en daardoor foutief gewerkt 
heeft. Men schrijve daarom toeh vooral duidelijk. - 


*) Op enkele blz, is in den naam van dezen inzender eene druk- 
fout ingeslopen. Overal behoort te staan: T. Mansvelt Beck, 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" December 1899 franco 


1661. 


1662, 


1663. 


bij den Redacteur A. J. van Breen te Arnhem 
worden ingewacht. 


Als een getal op 5 eindigt, zal zijne derdemacht op 
125, 375, 625 of 875 eindigen. Bewijs dat, en geef 
aan, aan welke voorwaarde ’t getal in elk dier vier 
gevallen moet voldoen. Bewijs, dat de voorwaarden 
noodzakelijk zijn. H. VERHAGEN. 
(Hoofdacte Grosingen, 1899, gewijzigd.) 

Hoeveel passen moet iemand afleggen om een punt te 
bereiken, dat op 100 passen afstand gelegen is van het 
punt, waar hij zich bevindt, als hij begint 10 passen 
te doen en dan terugkeert, dan 20 passen aflegt en 
weder terugkeert en zoo voorts, telkens 10 passen verder 
gaande en ook terugkeerende ? H. VERHAGEN. 
(J. VersLuys, Rek, vraagst, voor meergev. bl. 78, no. 31.) 


Á 
Bereken op 1 nauwkeurig : 


7 de 8 
v5—v2 18 d-r7 H. VERHAGEN. 


(R. v. WaceEninaenN Pz., Vr. en oef. th. d. rek, 3e st, 80 bl. 85.) 


1664. 


1665 


1666. 


Bereken in het achttallig stelsel : 

(2,5 +356 — 3,16 x 0,70) : (2,01 : OAT). 
(RaaAprrsMa, Rekenb. t. d. v. onderw. en onderwijzeressen, 
4e st, 77 bl. 39.) H. VERHAGEN. 
Een winkelier verkoopt van eene partij rijst achtereen- 


LRE] Ì 
volgens —, 5D 5 respect. à 24, 25 en 27 cent de 
KG. , terwijl hij de rest tegen inkoopsprijs van de hand 


doet. Als hij in het geheel f 208,50 ontvangt en 15, ai 


wint, uit hoeveel KG. bestaat dan de partij ? 
(WisseLinK, 4e Verz S 18, no 3.) H. VERHAGEN. 
Van een iĳzeren cilinder (s. g. = 1,5) en een houten 
(s. g. = 0,9) verhouden zich de zwaarten als 768 : 225. 
Was de ijzeren cilinder zoo hoog als de houten nu is, 
en omgekeerd de houten zoo hoog als de ijzeren nu 


1667. 


1668, 


1669. 


1670, 


1671. 


1672, 


1673. 
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is, dan waren hunne inhouden gelijk. Hoe groot zijn 

de stralen der grondvlakken, als zij 1,5 eM. verschillen ? 

(De Gast, Opl. rok. vrgst., 99 bl. 108) _H. VERHAGEN. 

Construeer een A , als gegeven zijn: 

a. de basis, de zwaartelijn naar één der opstaande 
zijden en de hoogte; 

b. de hoogte en de beide zwaartelijnen naar de op- 
staande zijden. (Toel.ex. Universiteit. 1896) 

Hen punt te construeeren, zóó gelegen, dat de raak- 

lijnen, uit dit punt aan een gegeven cirkel getrokken, 

een gegeven hoek met elkander maken en dat de raak- 

lijnen uit datzelfde punt aan een tweeden gegeven cirkel 

getrokken, een gegeven lengte hebben. 

(Toel.ex. Universiteit 1899} 

Op de zijde AC van een gegeven A ABC neemt men 


AD = SN AC, vervolgens trekt men DE // BO en EF (/ AC. 


Bereken de lengte van DF. (Veeartsenijschool 1899.) 

Construeer een rechthoekigen driehoek, als gegeven zijn 
de pijlen der segmenten van den omgeschreven cirkel, 
die de rechthoekszijden tot koorden hebben. 

(Eindex. H. B. S. 1899.) 

Is gegeven een vierkant ABCD met zijde b. Van een 
geliĳkzijdigen A AEF ligt een hoekpunt in A, terwijl 
de overstaande zijde door C gaat en L AC staat. Hoe 
groot is het stuk van het vierkant ABCD binnen den 
A AEF gelegen? (Toelex. Marine, 1899.) 

Is gegeven een cirkel en daarin een middellijn AB. In 
A en B worden raaklijnen aan den cirkel getrokken. 
Door A trekt men een willekeurige lijn, die den cirkel 


in D en de raaklijn van B in C snijdt. Op deze lijn 


neemt men DE == DC en verbindt E met B. Deze lijn 
BE verlengd, snijdt de raaklijn van A in F. Bewijs 
AF = FE. (Toelex. Marine 1899.) 

In een cirkel van straal r zijn 2 onderling loodrechte 
middellijnen AB en CD getrokken. Op het verlengde 
van AB neemt men het punt P, van waar uit de cirkel 
onder een Z van 60° wordt gezien, Ergens op het 


1674. 


1675. 


1676. 
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verlengde van CD ligt een punt Q, zóó, dat de vier- 
hoek, die tot hoekpunten heeft de raakpunten van de 
raaklijnen uit P en Q aan den cirkel getrokken een 
gegeven oppervlak b? heeft. Men vraagt den afstand 
van Q tot het middelpunt van den cirkel te berekenen 
en naar aanleiding van de berekening te construeeren. 
(Toelex. Marine 1899.) 
In een gelijkbeenigen rechthoekigen A ABC, rechthoe- 
kig in A, vereenigt men het hoekpunt B Ei het mid- 
den D He AC en verlengt BD tot zij den cirkel om 
A ABC beschreven in E snijdt. Uit E laat men EF { AC 
neer en vraagt nu te bewijzen AF = 3EF. 
(Toel.ex. Cadet HEE 

f 25 5-2 —8 
Herleid : Vane TE z5 Als 
(Derksen & De Larve, Alg. II, S 193, 26.) E.M, 
Bepaal de waarde van # uit: 


log? (e+) + log 4 (2? —1) X log (21) — log (21)? (241) X 


1677. 


1678. 


1679. 


1680. 


X log (2 —1) + log? 2 + log (x*—1)log 2 = 0. 
(DerxKseN & De Larve, Alg. III, Gem.opg. 72.) E‚ M. 
Van een rechthoekig trapezium is de hoogte h, het 


oppervlak hm en het product der diagonalen k?. Be- 


reken de evenwijdige zijden. (Discussie.) 

(DerKsEN & De Larve, Alg. IV, Gem. opg 1.) E. M, 
Maak den noemer der breuk EET rationaal. 
(Derksen & De Larve, Alg IV,S 30.) « 
A wandelt naar eene stad, die op een afstand van 12 
KM. ligt; 36 minuten later wordt B hem nagezonden. 
Deze haalt A in en keert terug. Als A in de stad 
aankomt op hetzelfde oogenblik, dat B terugkeert op 
de plaats, van waar A en B zijn uitgegaan en als men 
weet, dat B 6 KM. per uur aflegt, vraagt men naar 
de snelheid van A. (Toel.ex. Univ. 1899.) 


Bepaal z uit: 2 ADE te 
(Toel.ex. Univ. 1899.) 


A24, 


425. 


42 6. 


427. 


428. 


429. 


430, 
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INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 


waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


‚ Een driehoek te beschrijven, als gegeven zijn een der 


hoeken aan de basis, de hoogte en de som der opstaande 
zijden. (Krarper, I, 289.) (4%) 
Hen driehoek te constraeeren, als gegeven zijn twee 
zijden en de som der hoogtelijnen op deze zijden. 
(KNaPPER, I, 290.) ded! 
Beschrijf een driehoek, als de som van twee zijden en 
de hoogtelijnen op deze zijden gegeven zijn. 
(Krarper, I, 291.) (ken) 
Bewijs, dat het hoogtepunt van een A het middelpunt 
is van den ingeschreven cirkel van den voetpuntsA. 
(Dr. NinckK Brok, Plan. 8 96, 7.) B. A. 
Als men uit een punt buiten een cirkel raaklijnen aan 
dien cirkel trekt en de raakpunten vereenigt, dan zal 
elke snijlijn, die door dat punt getrokken wordt, door ge- 
noemde koorde en den cirkel harmonisch verdeeld worden, 
(Dr. Nivck Brok, Plan. blz. 188, no. 110.) B. A. 
Twee cirkels zijn gegeven. De afstanden van het mid- 
delpunt van den eenen cirkel tot het inwendig gelijk. 
vormigheidspunt, tot het middelpunt van den anderen 
cirkel en tot het uitwendig gelijkvormigheidspunt, zijn 
4,5 en 11 cM, Bereken de stralen van die cirkels. Be- 
reken tevens de lengten van de in- en uitwendige raaklijnen, 
(Dr. Nick Brok, Plan. blz. 138, no. 119.) B. A. 
U is het uitwendig gelijkvormigheidspunt van 2 cirkels ; 
te rekenen van U zijn A,‚B,C en D de snijpunten 
van de lijn, die door de middelpunten gaat, met de 
cirkels. Bewijs nu de gelijkheid: 

UA x UD == UB x UC. 
(Dr. Ninck Brok, Plan. blz. 139, no. 120a.) B. A, 
Is d de lengte van de lijn, die / A van A ABC in 2 
gelijke deelen verdeelt, dan is d? — be — pq, als p en 
q de stukken zijn, waarin a door de deellijn verdeeld 
wordt, Bewijs dit, 


431. 


432, 


433. 


434. 
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Drukt men p en q in de zijden uit, dan is, als 2 
den omtrek van den driehoek voorstelt, 


4s (s — a) be PRE 
Dima EE TTE Î 
de ED Bewijs dit, 
(Dr. Nincek Brok, Plan. $ 61, no. 7.) B. A. 


Stelt d, de lengte voor der lijn, die in A ABC den 
neven, van Z À in 2 gelijke deelen verdeelt, dan is 
dj = pq — be, als p en q de afstanden voorstellen van 
de hoekpunten B en C tot het snijpunt der deellijn met BC. 
Drukt men p en q in de zijden uit, dan is 
q 4 (s — b) (s — Cc) be 
ber 
als 2s=a tbe is. Bewijs deze formules. 
(Dr. NincK Brok, Plan. $ 61, no. 8.) 
Om een geliĳjkz. driehoek is een cirkel beschreven en in 
dien cirkel is een willekeurige middellijn getrokken. Be= 
wijs, dat de som van de afstanden tot die middellijn 
van de beide hoekpunten, die aan éen zijde van de 
middellijn liggen, gelijk is aan den afstand van het 
derde hoekpunt tot die middellijn. 
(Dr. Nick Brok, Plan. S 95, no. 7.) DAA 
Bewijs, dat de omtrek van een driehoek gelijk is aan 
de som van de reciproke waarden van de stralen van 
de in- en aangeschreven cirkels. 
(Dr. Niek Brok, Plan. 8 96, no. 5.) B; At 
Een driehoek te construeeren, waarvan gegeven zijn : 
de omtrek, de straal van den ingeschreven cirkel en 
een van de hoeken. 
(Dr. NinckK Brok, Plan. $ 96, 6) B. A, 


__ 


les 


EXAMEN-VRAAGSTUKKEN. 


Schrift. werk voor het Toelatings-examen tot het Koninkl. 


E 


Is : 


Instituut voor de Marine (19—20 Juli 1899). 
Rekenkunde (11/, uur). 
Van de everenredigheid a:b =a&:e 


1 
td Ô Ss, 
aq ( U 
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rn 
bm Bo8tx 2: ED. 1,06 
ore 4 iep 
42 
C— 2,04 % ‚a X 29,16. Bereken z. 


2 
ess 

2. Als 34 +5 een geheel getal voorstelt, dat door 14 ge- 
deeld 3 tot rest geeft, wat verkrijgt men dan tot rest, als 
men 2a? +3 door 14 deelt? (a stelt een geheel getal voor.) 

8. A verdient in 36 dagen f 480, B in 40 dagen f 450, 
C in 50 dagen f 500. Als C per dag 10 uren werkt en A 
in 3 uren zooveel werk levert als B in 4 uren of als C in 


5 uren, hoeveel uren hebben A en B dan per dag gewerkt ? 
Meetkunde (2 uur). 


1. Is gegeven een vierkant ABCD met zijde 5. Van een 
geliĳkzijdigen driehoek ligt cen hoekpunt in A, terwijl de 
overstaande zijde door C gaat en loudrecht staat op AC. Hoe 
groot is het stuk van het vierkant binnen den driehoek gelegen ? 

(Geplaatst : zie no. 1671.) 

2. Is gegeven een cirkel en daarin een middellijn AB. In 
A en B worden raaklijnen aan den cirkel getrokken. Door 
A trekt men een willekeurige lijn, die den cirkel in D en de 
raaklijn van B in C snijdt. Op deze lijn neemt men DE — DC 
en verbindt E met B, Deze lijn BE verlengd , snijdt de raak- 
lijn van A in F. Bewijs AF —=FE. 

(Zie no. 1672.) 

8. In een cirkel van straal r zijn twee onderling loodrechte 
middellijnen AB en CD getrokken. Op het verlengde van: AB 
neemt men het punt P, vanwaar ait de eirkel onder een hoek 
van 60° wordt gezien. Ergens op het verlengde van CD ligt 
een punt Q, zóó, dat de vierhoek, die tot hoekpunten heeft 
de raakpunten van de raaklijnen uit P en Q , aan den cirkel 
getrokken eon gegeven oppervlak 5? heeft. Men vraagt den 
afstand van Q tot het middelpunt van den cirkel te berekenen 
en naar aanleiding van de berekening to construeeren. 

(Zie no. 1673.) 

De Vriend der Wiskunde. XIV, 45 
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Stelkunde (1!/, uur). 

1. Twee troepen-afdeelingen A en B bewegen zich over 
twee straatwegen, die elkaar loodrecht kruisen, naar het kruis- 
punt om zich te vereenigen. A is 39 KM. en B 28 KM, van 
het kruispunt verwijderd. A rukt voort met een snelheid van 
8 KM, per uur, maar verlaat na 3 uur den straatweg om 
dwars door het land met een snelheid van 5 KM. voort te 
gaan. Op het oogenblik, dat hij den anderen straatweg be- 
reikt, is B op ’t zelfde punt aangekomen. B heeft zich voort- 
durend met een snelheid van 6 KM. per uur bewogen. 

Hoelang heeft de afdeeling A door het land geloopen en op 
welken afstand van het kruispunt hebben de troepen zich 
vereenigd P 

2 _Hoe groot is de eerste term, die de volgende 3 reken- 
kundige reeksen gemeen hebben : 

SO TOALN 
5, 15, 25, 35 enz. 
17, 30, 43, 56 enz. 
3. Los # op uit 


zr 


—12= 5. 
Schriftelijk werk voor het Toelatings-examen tot de 
Cadettenschool (6 en 7 Juli 1899). 
Rekenkunde. 

I. Drie personen moeten eene som gelds verdeelen in om- 
gekeerde reden van de getallen 4, 5 en 6. Zij verdeelen die 
echter in rechte reden dezer getallen en daardoor krijgt de 
eerste f 1540 te weinig. Hoeveel moet nu A van B terug 
ontvangen ? (!/, uur.) 

II. Een koopman heeft van eene bank geld geleend à4!/, 
pCt. ’sjaars. Na 4 maanden betaalt hij al de rente, die hij 
schuldig is, en lost een gedeelte af, samen f 1137,50. 

Vijf maanden later lost hij weer een gedeelts af en betaalt 
weder al de rente, die hij schuldig is, samen f 626,25, Aan 
het einde van het jaar betaalt hij alles af met de rente, samen 
f 809. Hoeveel geld heeft hij geleend ? (*/, uur.) 

II. Een rijksdaalder weegt 25 G. en heeft een gehalte van 
0,945; een dubbeltje weegt 1,4 G. en heeft een gehalte van 
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0,640, Hoeveel koper moet gevoegd worden bij 7168 rijks- 
daalders, opdat daaruit dubbeltjes kunnen worden geslagen ? 
(*/, uur.) 
Stelkunde. 
IL. Herleid tot de eenvoudigste gedaante met behulp van 
gebroken en negatieve exponenten : 





( et SD 

J(9at) 5 vhr3 253) 15 

| r Ban os 4 bo) 
va?b vb 


II. Bereken met behulp van logarithmen : 
a DEC? 
ld voor: a == 4,5209. 


pat 
b = 5,2783. 
c == 0,025731. (30 min.) 

III. Een fontein stort haar water in een reservoir van 4 
M? inhoud, waarin men, nadat de fontein opgehouden heeft 
te werken, steeds 2240 L. water laat staan. In de afvoerbuis 
ontstaat een gedeeltelijke verstopping, waardoor de aanvoer- 
buis 4 L, per minuut meer aanvoert dan de afvoerbuis per 
minuut kan afvoeren. Zet men de afvoerbuis een uur later 
open dan de aanvoerbuis, dan zal het reservoir na verloop 
van eenigen tijd gevuld zijn. Opent men echter de aanvoer- 
buis een uur later dan de afvoerbuis, dan is de inhoud van 
het reservoir na verloop van denzelfden tijd als in het eerste 
geval tot op 1360 L. verminderd. Hoeveel L. water geeft 
ieder der buizen in 1 minuut en hoelang is in ieder geval 
elk der buizen geopend ? (30 min.) 

Meetkunde. 

IL. In een gelijkbeenigen rechthoekigen A ABC, rechthoekig 
in A, vereenigt men het hoekpunt B met het midden D van 
AC en verlengt BD tot zij den cirkel om driehoek ABC be- 
schreven in B snijdt. Uit E laat men de loodlijn EF neer op 
de zijde AC en vraagt nu te bewijzen AF —=8EF. (40 min.) 

(Zie no. 1674.) 

II. Gegeven 2 cirkels, die elkaar snijden in de punten Á. 
en A!. Men vraagt het parallelogram ABCD te construeeren, 
waarvan A een der hoekpunten is, waarvan de zijde BC of 


Kij 
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haar verlengde door A! gaat, terwijl ook de overige 3 hoek- 
punten van het parallelogram hetzij op den eenen of op den 
anderen cirkel gelegen moeten zijn. Men vraagt analyse, 
constructie en bewijs. (40 min.) 
III. Van een driehoek ABC is A de top, AD de hoogtelijn 
uit den top op de basis neergelaten, E het midden van de 
basis, F het middelpunt van den ingeschreven cirkel van drie- 
hoek ABC, G het punt waarin de lijn EF, zoo noodig ver- 
lengd, de hoogtelijn AD snijdt. Bewijs AG = r (r áe straal 
van den ingeschreven eirkel). (40 min.) 


Eindexamen H. B. S. 1899. 


Stelkunde (3 uren). 
No 1. Bereken wv en y uit de volgende vergelijkingen : 
vd rviet 3y) =20—8y en #3 + 2743 = 1072. 

No. 2. A gaat per rijwiel van P naar Q. Twee uren later 
vertrekt B per rijwiel van Q naar P. Bij de ontmoeting heeft 
A 28 kilometer meer afgelegd dan B. Na dit oogenblik zet 
A de reis voort naar Q en B naar P, maar A vermindert zijne 
snelheid met 4 kilometer per uur, terwijl B zijne snelheid 
met 2 kilometer vermeerdert. Als nu, na de ontmoeting, A 
in 2'/, uur te Q en B in 4 uren te P aankomt, vraagt men 
den afstand van de plaatsen P en Q te bepalen. 

No. 3. Iemand is over vijf jaren f 20,000 schuldig. Hij 
komt met zijn schuldeischer overeen de schuld in 10 termijnen 
af te doen en den eersten termijn te betalen over één jaar, 
den tweeden termijn over twee jaren, enz., elken volgenden 
termijn één jaar na den voorgaanden. Zoo bovendien gegeven 
is, dat elke volgende betaling de helft is van de voorgaande, 
vraagt men te berekenen het bedrag van de eerste betaling. 


Rentevoet 3!/, °/. 
Meetkunde (83 uren). 


No. 1. Construeer een rechthoekigen driehoek, als gegeven 
zijn de pijlen der kegmenten van den omgeschreven cirkel, die 
de rechthoekzijden tot koorden hebben. 

(Zie no. 1670.) 

No. 2. Van eene driezijdige piramide ABCD is gegeven, 
dat de overstaande ribben AB en CD elkander rechthoekig 
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kruisen. Men vraagt te bewijzen, dat zesmaal de inhoud van 
die piramide gelijk is aan het gedurig produkt van de ribben 
AB en CD en den afstand dier beide ribben. 

No. 3. In een geliĳkbeen'g trapezium ABCD (AB — CD), 
waarin een cirkel kan beschreven worden, trekt men een lijn, 
die de middens E en F der evenwijdige zijden BO en AD 
verbindt. Men laat de figuur ABEF' wentelen om de lijn EF, 
waardoor een bal en twee ringvormige lichamen ontstaan. 
Men vraagt te berekenen den inhoud en het totaaloppervlak 
van het kleinste dier ringvormige lichamen. Gegeven de even- 
wijdige zijden AD — 40 Meter, BQ == 10 Meter. 

Goniometrie en Trigonometrie (3 uren). 
No. 1. Men vraagt x op te lossen uit de vergelijking : 
8 cos z 
8 tang 2w J- 5 sec 2 5 — BET 
No. 2. Van een driehoek ABC zijn de hoeken A, B en C 
en de zijden, over die hoeken, a, b en c. Bewijs dat 
ad-bde 
atb—e T— 

No. 3. Men wil den afstand bepalen van twee ontoeganke- 
lijke punten P en Q en plaatst daartoe twee bakens A en B 
op 700 Meter afstand van elkander, zoodanig, dat de lijn PQ, 
aan de zijde van P verlengd zijnde, de lijn AB (tusschen A 
en B) snijdt. Ook wordt gemeten : 


À 
cotang > X cotang 3 


ZL ABQ = 40°20’ ZL BAQ = 34°15' 
L ABP —= 2420’ DAE 40e 0 


BIBLIOGRAPHIE. 
ANTILOGARITHMEN in 5 cijfers voor alle mantissen van 0000 
tot 9999. Amsterdam, A. Versluys . . . . . .f 0,40 


„Deze tafel bevat 5 cijfers der getallen, die behooren bij de man- 
tissen van 0000 tot 9999, Ze is geheel ingericht als een gewone 
logarithmentafel met dit onderscheid, dat de plaats van getal en 
logarithme, of liever mantisse, is omgewisseld. De interpolatie- 
tafels dienen om te zien, hoeveel er nog bij het getal komt, als 
men het vijfde cijfer der mantisse in rekening brengt. 

Het opzoeken van getallen bij een gegeven log. geschiedt uit een 
tafel als deze gemakkelijker dan uit een gewone logarithmentafel. 
De kans om vergissingen te begaan is daardoor geringer”. 
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De tafel met antilogarithmen is bestemd woor allen, die veel met 
logarithmen moeten rekenen. Het voordeel, dat ze opleveren, is: 
vlugger werken met minder kans op vergissingen. Voor hoogere 
burgerscholen of gymnasia zijn ze niet bestemd, maar ieder, die een 
akte-examen bij het lager of middelbaar onderwijs wil afleggen, zal 
wel niet verzuimen kennis te nemen van deze tafel en er al licht 
bij zijne berekeningen nu en dan gebruik van maken. 


J. VersLuys, Vijfde Verzameling Rekenkundige Vraagstukken. 

Derde druk. se ee 

—_—_ — Antwoorden op de Vijfde Verzanenten ‚AEON 
Amsterdam, 1899, A. Versluys. 


„Deze bn is bestemd voor het uitgebreid asen onderwijs, 
voor hoogere burgerscholen en normaalscholen of kweekscholen. 
Zij kan gebruikt worden naast mijn Rekenkundige Oefeningen en 
Vraagstukken voor uitgebreid lager en middelbaar onderwijs.” 
J. VersLuys. 


J. VersLuys, Leerboek der Stereometrie. Achtste verbeterde 
druk. Amsterdam, 1899, A. Versluys. . . . . f 225 


In 1871 verscheen de eerste druk van dit boek. In de herdrukken 
zijn verschillende verbeteringen aangebracht, hetzij door een bepaling 
meer algemeen te maken, eene nieuwe S er aan toe te voegen, eene 
aanvulling in te lasschen of gebruik te maken van een wenk, den 
Schrijver aan de hand gedaan. Zoo zijn in den achtsten druk ook 
veranderingen aangebracht. 

Bij de gelijk- en gelijkvormigheid der viervlakken is voor het geval, 
dat de lichamen één ribbe en 5 tweevlakshoeken gelijk hebben, het 
bewijs meer in overeenstemming gebracht met de overeenkomstige 
stelling der gelijkvormigheid. 

Bij cilinder en kegel zijn enkele definities en stellingen iets alge- 
meener gemaakt. 

Voor de eerste stelling betreffende den bolsector Is het bewijs met 
behulp van een nieuwe figuur iets uitvoeriger gegeven. 

Op verschillende plaatsen werden verbeteringen in de redactie 
aangebracht en eenige figuren zijn vervangen door andere, meer 
sprekende. Ook is het azntal vraagstukken eenigszins uitgebreid, 
o. a. met zulke, die de doorsneden van lichamen door platte vlak- 
ken betreffen. 


ReEKENKUNDE. Tugorie EN Pracrijk ten dienste van Normaal- 
en Middelbaar Onderwijs door P. Brasseur, Leeraar aan de 
Staats Normaalschool van Lier. (gr. 80, XV, 536) Gent, 
Algemeene Boekhandel van Ad. Hoste, re Veldstraat 
47, 1899. 
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Voorrede. Vele degelijke rekenboeken, in de Fransche taal 
geschreven, zagen in de jongste jaren het licht. In het Nederlandsch 
echter verscheen, in België, geen enkel werk, ten dienste van het 
Normaalonderwijs, waarin oefening met theorie wordt vereenigd, 
Meermaals werd deze leemte betreurd. Op het aandringen van over- 
heden en vrienden, hebben wij onze nota's in een boekdeel samengevat. 

Wil een leerboek der Rekenkunde, ten gebruike van hen, die ge- 
roepen zijn om kennis te verspreiden, aan zijn doel beantwoorden, 
dan moet het vooreerst den stempel dragen van grondige, strenge 
wetenschap, en tevens een spiegel zijn, waarin de aankomende 
leeraar een voorbeeld voor zijn lessen ziet. 

Om dit zoo belangrijk doel te bereiken, hebben wij geen enkele 
bepaling, geene eigenschap, geenen regel opgegeven, zonder vooraf- 
gaanden uitleg op een of meer vraagstukken, zonder eerst het be- 
wijs, op ontleding gesteund, te hebhen uiteengezet. Talrijke, practische 
aanmerkingen stellen den lezer tegenover de werkelijkheid, wijzen 
op verouderde vormen of onnauwkeurigheden, geven verkorte reken- 
wijzen op duiden aan wat dient gevolgd of vermeden te worden. 

Daar theorie zonder practijk doode wetenschap is, hebben wij een 
zeer groot getal rechtstreeksche toepassingen, naar den graad van 
moeielijkheid gerangschikt, bij ieder theoretisch gedeelte gevoegd. 

De wezenlijke bekroning van het rekenonderwijs is het oplossen 
van vraagstukken. Wie hierin, door oefening, groote vaardig” eid 
heeft verkregen, zal gewis alle rekenmoeilijkheden, die zich in het 
werkelijke leven voordoen, kunnen te bìven komen. De grootste 
hinderpalen hebben wij, ten anderen, uit den weg geruimd door het 
behandelen der bijzonderste methoden van oplossing. In een paar 
hoofdstukken hebben wij de opgaven geleidelijk geordend en, waar 
’t noodig was, laten voorafgaan van eene type-oplossing, die den 
lezer den sleutel geeft tot mevige toepassing van denzelfden aard. — 

Bijzondere zorg is besteed aan de vraagstukken over handel, nijver- 
heid, landbouw, huishouden, enz. zooals: interest, disconto, wissels, 
menging, openbare fondsen, leeningen, Spaar- en Lijfrenten, maat- 
schappijen van onderlingen bijstand en van levensverzekering. 

Het hoofd- en vlugrekenen wordt beknopt, doch volledig, door 
menigvuld ge, uitgewerkte voorbee'den duidelijk gemaakt. 

Verscheidene kunstwoorden van de Rekenkunde, zelfs gebezigd 
door de meest gewaardeerde Nederlandsche schrijvers, zijn niet vrij 
te pleiten van vreemden oorsprong. Enkele, die niet door een lang 
en algemeen gebruik gewettigd waren, hebben wij door zuiver Neder- 
landsche vervangen. In hoeverre onze poging geslaagd is, laten wij 
aan het oordeel der beoefenaars onzer moedertaal over. 

Dit leerboek is ongetwijfeld voor verbetering vatbaar. Ook zullen 
wij van onze geachte ambtgenooten en andere bevoegde personen 
elke opmerking met dank aanvaarden. 
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Moeht onze arbeid, in de Vlaamsche scholen voor Normaal- en 
Middelbaar onderwijs, eenig nut stichten, dan zouden wij ons ruim- 
schoots voor onze moeite beloond achten. 

Antwerpen, Juli 1899. P. BRASSEUR, 


Eene aanteekening op blz. 105. 


In regel 11 komt eene schrijffout voor en wel eene O in 
plaats eener 8, de zevende decimaal in de logarithme. Er 
staat 0,3406660, in plaats van 0,3406668. 

Die 8 is nu van invloed op de overige becijferingen. Ten 
gerieve van den lezer geven we de veranderingen in de ge- 
tallen hier aan. 


rs AT s0,S40060S Fene 0,3406668 
ral log S == 4,2437568 
r. 13. S= f 17528,985 
r. 15. f 18000 — f17528,985 — f 471,015. 
TODA 

r. 17. 1920, dat een schrikkeljaar is. 

r. 19. 17528,985. 

r. 20. f17528,985 = f 471,015. 

r. 21. log 471,015 + log 25 — log 17528,985. 
r. 22, log 471,015 — 2,6780347. 

r. 24, 14,0709747 — 10. 

r. 25. log 17528,985 — 4,2437568 

Tn46: log = 9,8272179 — 10. 


r. 27. D= 0,67176584 .… jaar — 245,86629744... dag. 


r. 29. 245 d. 20 u. 47 m. 28 s. na 1 Januari 1920 des 
middags 12 uur, d.i, op 3 Sept. 8 u. 47 m. 28 s. 
des voormiddags. pedenME 


Iets over benaderde waarden. 


Ingevolge mijne ondervinding, opgedaan aan een cursus, 
wensch ik een en ander in het midden te brengen over be- 
naderde waarden, een groot struikelblok voor velen. 

Om van eene grootheid eene voorstelling te krijgen en an- 
deren te kunnen geven, vergelijk ik die grootheid met eene 
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gelijksoortige, die als maat wordt aangenomen en bekend on- 
dersteld: b.v. een Meter, een KG. Wil ik b.v. de lengte 
van een plank kennen, dan pas ik daarop zoo vaak mogelijk 
den M. af; nu kunnen zich 2 gevallen voordoen: die afpas- 
sing gaat op, òf er blijft een stuk over kleiner dan 1 M. 
Wat nu? In dat geval kan ik me tevreden stellen met de 
wetenschap: de lengte is meer dan 4 M., doeh minder dan 
5 M., of ik moet mijn maat in deelen verdeelen en met een 
zoon deel op dezelfde wijze verder gaan. Op die manier kom 
ilk steeds tot eene meer nauwkeurigo lengtebepaling , maar 
zoolang een maat niet een geheel aantal malen op de lengte 
begrepen is, zoolang kan ik niet anders dan 2 antwoorden 
geven, waarvan een te groot en het andere te klein is, doch 
niet meer dan 1 maal de gebruikte maat. 
Natuurlijk is de opgegeven lengte een geheel veelvoud van 
de maat. Is nu eene lengte gegeven, bv. 5,723 M., dan is 
daaraan te zien, dat de laatst gebruikte maat is de mM. Is 
die waarde nu niet nauwkeurig, dan onderstelt men stilzwij- 
gend: de fout is niet meer dan ! mM. en wel, als gezegd wordt: 


a. 5,723 M. te klein dan ligt de 5,723 M.en 5,724 M. 
b. 5,723 M.te groot {nauwkeurige waarde 5,722 M.en 5,723 M. 
c. 5,723 M. tusschen 5,722 M.en 5,724 M, 


Wil men nu van een zeker getal als zr = 3,1415926 … 





eene waarde opgeven, tot op nauwkeurig, dan zoeke 


1 
1000 


men 2 opeenvolgende veelvouden van ‚ zoodat het eene 


1 
1000 
grooter, het andere kleiner is dan de nauwkeurige waarde. 

Hier is dus 3,14! te klein en 3,142 te groot. 

Als uitkomst van directe meting kan dus nooit anders voor- 
komen dan waarden tot op 1 eenheid van de laatste decimaal 
pauwkeurig, zelfs met de bijvoeging te groot of te klein. 

Maar nu worden met die benaderde waarden berekeningen 
uitgevoerd en zoo komt men tot waarden, die tot op 2 en 
meer eenheden (der laatste decimaal) nauwkeurig zijn. 

Het gebruik nu wil een antwoord tot op 1 eenheid (der 
laatste decimaal) nauwkeurig. Hoe nu ? 

Een enkel voorbeeld heldere dat op; 2,6735 zij een be- 
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naderde waarde, waarvan men weet, dat ze niet meer dan 
17 e. (l. d.) te klein en niet meer dan 39 e (l. d.) te groot 
is. Dan zeggen we: za 

De nauwk. waarde kan niet grooter zijn dan 2,6735 + 0 0017 
== 2,6752. Ze kan niet kleiner zijn dan 2,6735 — 0,0039 = 
2,6696. 

Kan ik nu in tienduizendsten eene benaderde waarde op- 
geven, d i, een veelvoud van 1 tienduizendste, dat van beide 
minder dan 1 tienduizendste verschilt? Neen. 

Dan beproeven we in duizendsten, honderdsten, enzv. , tot 
het kan. 

Aldus : 2,6725 ) nauwk. waarde > 2,6696, 

2,676 ) nauwk. waarde > 2,669. 
2,68 > nauwk. waarde > 2,67. 

Dus is 2,67 eene benaderde waarde tot op 1 honderdsto 
nauwk. (We weten niet, of ze te groot is of te klein). 2,68 
is niet een voldoend antwoord: het verschil tusschen de nauwk. 
waarde en 2,68 kan meer bedragen dan 1 h. 

Ik kan den lezers niet genoeg aanraden, vele dergelijke 
voorbeelden uit te werken en vooral het slot niet te vergeten ; 
het zal bij de bewerkingen voordeel opleveren. 

Moet eene som of verschil van eenige getallen tot op zekeren 
graad van nauwkeurigheid gevonden worden, dan acht ik 
het geen nadeel, dat de antwoo den de bijvoeging te groot of 
te klein dragen, ook al wordt zulks niet gevraagd. Vraagt 


1 ae 
men de som tot op 10000 nauwkeurig en wordt nu een ant- 


woord gevonden 18,6723 nauwk. op 1 tienduizendste en te 
klein, dan is dat m. i. geen nadeel. 


De behandeling der benaderde waarden tot op 5 laat zich 


terugbrengen tot het vinden van benaderde waarden tot op 1 
eenheid nauwkeurig. 

Ik acht die waarden alleen van een zelfde soort theoretisch 
belang, als de talstelsels. Omdat er op examens naar ge- 
vraagd wordt, behandel ik toepassingen. 

Voor de duidelijkheid wil ik hier nogmaals de definitie voorop 
zetten en verzoek den lezer vriendelijk, die goed te begrijpen. 
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1 Ì 
G is eene benaderde waarde van N tot op „, vauwkeurig, als 


1 
le. G een veelvoud is van Ei 
. 1 . 
2e. als G niet meer dan ah van N verschilt. 


Wat het 2e deel der bepaling aangaat, daarmee stemt ieder 
in; met het le deel wordt het zoo nauw niet genomen. Ik 
meen daartegen te moeten aanvoeren: het algemeen gebruik 
bij tiendeelige breuken, waar niemand als antwoord op de 
vraag naar eene benaderde waarde tot op 1 honderdduizendste 
een getal zal geven, dat 4 of 6 cijfers achter de komma 
heeft. Maar er is meer: 


Wordt bv. gevraagd: 1/10 tot op 5 nauwkeurig, dan 


handel ik aldus: tracht 2 opeenvolgende veelvouden van : te 


vinden, waarvan het eene kleiner, het andere grooter is dan 710. 
- 1 
E{rl0 (of p (610 (p +1 


p<rv360{p1, 


Nu is 18 {1360 { 19, dus en en C en of 





3 {v/ 10 en fn 
1 
dus is 3 te klein en 35 te groot ; 
1 
beide nauwkeurig tot op 5 


Zonder nu het 1e deel van onze bepaling in acht te nemen, 


1 
kan elke waarde tusschen 3 en 35 aan de vraag voldoen; 


1 5 
geeft iemand dus als antwoord: 3,1; 353 3a6 enzv. enzv. 


dan zou elk antwoord greed zijn, de vraag dus onbepaald ; 
dat nu behoort in de rekenkunde niet toegelaten te worden. 
Door dus het ie deel ook op te nemen, is de vraag bepaald 
geworden. 
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De lezer zal nu nog wenschen te weten : hoe kan ik daar- 
aan steeds voldoen? Laat ik daarop antwoorden door de be- 
werking van een paar voorbeelden. 


le Voorbeeld. Bepaal tot op 5 nauwk. 10r-2 — 53 +55. 


We vermenigvuldigen met 2 en bepalen dus 
20r2 — 1013 + 1075 
tot op 1 eenheid; omdat we 3 termen hebben, bepalen we 


elken term tot op 5 ( hadden we » termen, dan bepalen we 


elk tot op ek 


Ter verduidelijking van dit beginsel kan ik niet beter doen, 
dan $ 408 uit het Leerboek van GrAveLAAR overschrijven : 

B men n getallen moet optellen en aftrekken en de uit- 
komst tot op één nauwkeurig verlangt te kennen, dan benadert 





men ieder dier getallen tot op 5 nauwkeurig , de aftrek- 


— 1 
kers te groot en de overige getallen te klein. Met deze be- 
naderde waarden voert men de optellingen en af trekkingen op 
de gewone wijze uit, herleidt de uitkomst, die minder dan 


E ï te klein is, tot een gemengd getal, laat de breuk weg 





en vermeerdert de geheelen met één. 
De benaderde waarden, waarmede men de bewerkingen uit- 





s men vindt dus eene uit- 


voert , zijn veelvouden van : 
n—Ì 


is en dus tot 





. ij 
komst, die eveneens een veelvoud van Sen 


een gemengd getal van den vorm a H- Ee kan worden her- 


SS 
leid, waar b{ 0 en {n—l is. En deze uitkomst is te 





klein, maar minder dan 5 d d =H — ‚ want van de 


benaderde waarden, waarmee men de bewerkingen uitvoert, 
zijn de aftrekkers te groot en de overige getallen te klein, 


maar minder dan zr 
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De nauwkeurige uitkomst ligt dus tusschen de grenzen: 
b b 1 bH1 
at en (ar) + (14 )=zeklt 


el n— n—1l 
Nu is de le grens ) a (=, als ,=0 is; anders >) en de 











2e grens $ at 2 (=, als bn — 2is; anders (). De nauw- 


keurige uitkomst ligt dus ook tusschen de grenzen a en a J- 2, 
zoodat a + 1 een benaderde waarde van de uitkomst voorstelt 
tot op één nauwkeurig, zonder dat men weet, of ze te klein 
is of te groot. En deze benaderde waarde kan men onmiddellijk 
En de breuk Een 
weg te laten en de geheelen met één te vermeerderen. 

a. Komen er onder de getallen, die men moet optellen en 
aftrekken , geheele voor, dan behoeven deze bij de bepaling 
van „ niet medegeteld te worden. 

b. Men meg de getallen, die men moet optellen en af- 





opschrijven, door van de uitkomst a + 


trekken , wel nauwkeuriger benaderen dan tot op En maar 


8 edt ' S 1 
in het algemeen niet minder nauwkeurig, bv. niet tot op PET 


Aldus: 4072 tot op 1 eenh. geeft 56 te klein 57 te groot. 
ee »„ 84 teklein 35 te groot, 
EON ene en „ 44 teklein 45 te groot. 


Nemen we nu de op te tellen getallen te klein, de aftrek- 
kers te groot, dan ligt de uitkomst: 2012 — 10/3 + 105 


65 68 ; 3 
tusschen —- en zg en is dus tot op 1 eenh. nauwkeurig : 


2 

S= 83. De gegeven vorm 102 —5v8 4 5y5 is dus — 
33 1 1 
z= 165 nauwk. tot op 5: 

(Hier zij ter opheldering bijgevoegd, dat een te kleine af- 
trekker het verschil te groot maakt en omgekeerd !) 

5 
Dit antwoord 16, wijkt af van Ee a 16, op bl. 96, dewijl 


de schrijver aldaar niet gedacht heeft aan de voorwaarde, 
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dat, als men eenig getal P op benadert, men moet komen tot 


Leptn 


een antwoord in den vorm De 


1 
2e Voorbeeld. Bereken tot op 1000 nauwkeurig : 


BT — B2,5 + 95,8. 
We bepalen dus tot op 1 eenheid: 
100087 — 10008-2,5 + 10008-5,8. 


Omdat we 3 termen hebben, bepalen we elken term tot op 3 


aldus: 5 ER LOOOp Tegen 5 k E { 100085,8 < Dn 


EO Pp BATU Xp +1 
3825 { 856000000000 { 3826 | 3611 { B ATILLLLLLLI ( 3612 


ER 100087 a ee SSLL / 100085,8 te 


Evenzoo vindt men : Ze Se  100082,5 C al 


Handelende als boven is: 


3825 2715 SEE (100057 — 825 BEB 


RTT 
8826 © 2716 _ 3611 
Tere 2 
[ 
of SEE (1000 (8-7 — #25 + 958) dn 


Nemen we nu de kleinste waarde, d. i. 23605 ; laten de 


breuk weg en verhoogen de geheelen met 1, dan is 2361 eene 
benaderde waarde tot op 1 eenheid nauwkeurig, dus 2,361 


1 
eene benaderde waarde voor den gegeven vorm tot op 1005 


nauwkeurig. 
1417 
Op blz. 99 werd 500 = 236... gevonden, om dezelfde 
reden als we hiervoren aangaven, terwijl wij 2,361 vinden. 
Ten slotte verwijzen we naar het Leerboek der Rekenkunde 


van N. L. W‚, A. GraveraAaAmR, 2e verbeterde druk, dat het 
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eenige werk is, waar de theorie der benaderde waarden syste- 
matisch behandeld is volgens vaste grondregels; deel II blz. 
65 tot 117 zijn daaraan gewijd; tevens behooren daarbij een 
deel vraagstukken met antwoorden. Met succes heb ik dat 
werk reeds verscheidene jaren aan een Cursus voor de Hoofd- 
akte gebruikt en kan niet nalaten het hier nogmaals aan t 
bevelen. | Ô 

Mocht iemand in het bovenstaande aanleiding vinden, nog 
iets ter opheldering te vragen, dan ben ik steeds bereid die 
te geven. 

Leeuwarden, Aug. '99. H. Srersma JR. 


P.S. Behalve het werk van den Heer GRAvELAAR boven- 
genoemd en de door den heer Hommes in zijn bijdrage op 
blz. 50 enz. enz. genoemde werken kan ik nog bijvoegen: 

v. Everpineen, Leerboek der Rekenkunde, deel II, 2e druk. 


Kors, e 5 s Ane 

GREIDANTS, Theorie „ E 2e druk, met afz, 
vraagst. ; en nog vele buitenlandsche, waaronder vooral Srrrer, 
HuusBerrt, BeERTRAND, TODTHONTER enz. S. 


EXAMEN-VRAAGSTUKKEN. 


Toelatings-examen Rijksveeartsenijschool 1899, 
Rekenen. 

1) Van een stuk laken verkoopt een winkelier het 0,6 ge- 
deelte tegen f 8,50 den M. en de rest met f 1,50 winst per 
M., waardoor hij in het geheel 16 °/, wint. Bereken den in- 
koop per M. 

2) Een leerling heeft al de termen eener evenredigheid met 
een zelfde getal verminderd en kreeg daardoor de valsche even- 
redigheid 30: 120 == 58:168, Welke was die evenredigheid ? 

3) B heeft tweemaal zooveel geld op interest als A. Dat 
‘ van A staat uit tegen 3°/, en dat van B tegen 32°. Na 
10 maanden bedraagt de som van kapitalen en interesten 
f 24725. Vrage die kapitalen. 

4) Van 2 breuken is het verschil het „> gedeelte van de 
som. Welke zijn die breuken, als hun product J£ is ? 

5) A bezit 14 maal het aantal guldens van B. Wordt de 
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bezitting van A verdubbeld en die van B met f 10 vermeer- 
derd, dan heeft B 14 maal zooveel als A. Hoeveel heeft ieder ? 

6) Vóór 7 jaren was de verhouding der leeftijden van twee 
personen als 7:1 en thans is die als 4:1. Wanneer zal de 
som hunner jaren gelijk zijn aan het dubbele van het verschil ? 


Stelkunde. 


1. Deel #° — 3ey Jy? +1 door wy +1. 
2. Zoek alle waarden voor z, die voldoen aan de verge- 


lijking : Vv (2z? J3z — 8) 27? —= 64 — 32. 

3, Van eene meetkundige evenredigheid is de som der 
termen 44, de som van de kwadraten der termen 610 en het 
product der uiterste termen 90; welke is die evenredigheid ? 

4, Van eene harmonische reeks is de 5de term gelijk a 
en de 9de term gelijk b; men vraagt den derden term. 

5. Herleid: 


Jk VANCE Ee 

[reist io (5) 1 300*]* 
We ontvingen dit vrgst. ook aldus : 

1 ener TA 

[164182 Hi (—5) 130.62 |* 


met de opmerking, dat waarschijnlijk voor den derden term 





Leen LV 
nl (—) bedoeld wordt. Immers — 10 (—3) 
rel ron: 

vi 


Dan is de uitkomst + (r3 436 J-5ĳ). 
6. Los ws en y op uit de vergelijkingen : 
vd-y= 10; #° Hy? (er —y)? =169: 49, 
Planimetrie. 

1. Als 2 cirkels elkander inwendig raken in A, en een 
koorde BC van den grootsten cirkel den kleinsten in D raakt, 
dan deelt de rechte lijn AD den / BAC middendoor. Bewijs. 

(„De Vriend der Wiskunde’ I, bl. 100, no. 32.) 

2. In een parallelogram verdeelen de lijnen, die een hoek- 
punt met de middelpunten van de twee overstaande zijden 
vereenigen, de diagonaal over dit hoekpunt in 3 gelijke deelen. 
Bewijs. (Idem I, bl. 51. no. 7.) 
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9. Hen A te construceren, als gegeven zijn de basis, de 
som der beide andere zijden en het verschil der hoeken aan 
de basis. (De Vriend der Wiskunde, II, bl. 4, no. 104.) 

4, Een koorde maakt met de middellijn een hoek van 45°. 
Bewijs, dat de som van de vierkanten der stukken ‚ waarin 
de koorde door het snijpunt verdeeld wordt, gelijk is aan twee- 
maal het vierkant van den straal. (Idem IT, bl. 51, no. 126.) 

5. Door een punt A, buiten een cirkel gelegen, trekt men 
2 lijnen , welke dien cirkel snijden ; de eene door het middel- 
punt M,‚ de andere willekeurig en snijdende den cirkel in de 
punten B en C. In B en C worden raaklijnen aan den cirkel 
getrokken, die de lijn, welke in A loodrecht op AM is ge- 
trokken, respectievelijk in de punten D en E snijden. Bewijs, 
dat AD — AB is. (Idem, IT, bl. 5 no. 105.) 

6. Op de zijde AC van een gegeven A ABC neemt men 


AD =; AC ‚ vervolgens trekt men DE // BC en EF // AC. 


Bereken de lengte van DF. 
(„De Vriend der Wiskunde”, XIV, no. 1669.) 


Stereometrie. 


1) Van een regelmatige vierzijdige pyramide is het grond- 
vlak ABCD, en de top T. Men brengt een vlak door de punten 
P, Q en R, die respectievelijk op oe 8 en 5 van de ribben 
AT, BT en CT liggen — van den top af gerekend. Op welk 
deel wordt de ribbe DT gesneden, en welk deel is het afge- 
sneden stuk van de geheele pyramide ? 

2) Im een regelmatig achtvlak met een ribbe a wordt een 
cilinder beschreven, waarvan de hoogte = middellijn grond- 
vlak is. De as van den cilinder valt samen met een lichaams- 
diagonaal. Bereken de verhouding der inhouden van beide 
lichamen. 

9) Door een kubus met een ribbe a wordt een vlak ge- 
bracht loodrecht op een lichaamsdiagonaal, zoodat die diagonaal 
in de uiterste en middelste reden verdeeld wordt. Hoe groot 
is de inhoud van de pyramide, die de doorsnede tot grond- 
vlak heeft en tot hoogte het grootste stuk der diagonaal ? 

De Vriend der Wiskunde. XIV. | 16 
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4) Een bol met een straal / wordt door een vlak zoodanig 
gesneden, dat het oppervlak van het afgesneden deel (*) gelijk 
is aan het ronde oppervlak van den kegel, die in het over- 
gebleven deel kan worden beschreven. Bereken den afstand 
van de doorsnede tot het middelpunt van den bol. 

(*) Bedoeld zal worden : „het bolvormig oppervlak van het 
afgesneden deel.” 

5) Een rechthoekig trapezium, waarvan de evenwijdige 
zijden a en b zijn en de schuine zijde c is, wentelt om die 
schuine zijde. Bereken den inhoud van het lichaam, dat 
door die wenteling ontstaat. 


Trigonometrie. 


1. Los z op uit de vergelijking 
4tgo ___  sec2r 
tg + eote — cote Jtg 2e 

2. Bewijs, dat voor elken driehoek waar is: 

_ _eot A.ecot B + eot A.eot C +eot B.eotC =1. 

3. Van een A ABC is de som der opstaande zijden 654, 
de basis 217, de top/ C == 36°42'48". Bereken den inhoud 
en de andere elementen van den A. 

4, Van een A zijn de deelen, waarin de tophoek door een 
lijn wordt verdeeld : 25°28'36” en 47°12'18”, en de verhouding 
der stukken, waarin de basis verdeeld wordt, als 3:4. Be- 
reken de overige elementen. (Dit vraagstuk is onbepaald.) 

5. Van een trapezium zijn de evenwijdige zijden 12,75 en 
18,36 ; de beide andere 14,62 en 19,05. Gevraagd de diago- 
nalen, den hoek, waaronder zij elkaar snijden, en den inhoud. 

Stelkunde , blz. 240, 5, moet zijn : Herleid: 


lS Ore Ce 2 —10(—5 Til} 


BIBLIOGRAPHIE. 

ArB. LaBBERTON, De Theorie van het Rekenen. Eenvoudig 
Leerboek der Rekenkunde, ter voorbereiding voor het examen 
Art. 564 Wet: L.O. ([V,-224) 27e 

‘s-Gravenhage, 1899, De Gebroeders van Cleef, 
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Voorbericht. Herhaaldelijk is mij gebleken, dat mijn „Leerboek 
der Rekenkunde” voor sommige leerlingen, die ’t in handen had- 
den, te uitgebreid en te moeielijk was en daarom niet de gewenschte 
vruchten droeg. Aan deze omstandigheid heeft deze uitgave haar 
ontstaan te danken. 

Wat voorloopig gemist kan worden, is nu weggelaten. Ook de 
„algemeene” behandeling der getallen, waardoor het geheele werk 
en vooral de afdeeling: „Evenredigheden” zeer vereenvoudigd werd. In 
dit boek wordt alleen van letters gebruik gemaakt om getallen voor 
te stellen, in de uitdrukking «-tallig stelsel en in evenredigheden 
waar r soms een onbekend getal moet aanduiden. 

Hier en daar is de indeeling der leerstof nu ook eenigszins gewij- 
zigd, en m. ì. natuurlijk, verbeterd. Door het aannemen van zes 
hoofdbewerkingen kwam de vierkantsworteltrekking in haar een- 
voudigsten vorm nu vrij vooraan te staan Andere wijzigingen zul- 
len den gebruikers van het bestaande „Leerboek” spoedig in het 
oog vallen en behoef ik niet alle op te geven. 

Tusschen den text plaatste ik vele verwijzingen naar andere SS. 
Dringend raad ik den leerlingen aan, die althans bij de tweede be- 
handeling van het boek, alle na te slaan. Langs dien weg alleen 
kan een goed begrip verkregen worden der Rekenkunde als weten- 
schappelijk geheel. Een boekje met „Vragen en Opgaven”, dat bin- 
nenkort verschijnen zal, en bij deze „Theorie” behoort, zal hieraan 
mede zeer bevorderlijk kunnen zijn. 

Ik stel mij voor, dat dit leerboek gebruikt zal worden in de 2e 
en 3e klasse van de R.N.L. en soortgelijke opleidings-inrichtingen, 
en het grootere (in 2 deelen) in de 3e en 4e klasse, voor herhaling 
en uitbreiding van de leerstof, 

Ook zal ’t vooral te stade komen aan hen, die candidaten voor 
het acte-examen hebben voor te bereiden, zonder daarvoor 3 of 4 
jaar studietijd beschikbaar te hebben, daar ik er steeds naar gestreefd 
heb het wetenschappelijk karakter der rekenkunde en de in een 
leerboek voor een examen gewenschte volledigheid zoo min mogelijx 
te doen lijden onder de zucht naar eenvoudigheid en beknoptheid 
van behandeling. 

De gebruikers van deze „Theorie van het Rekenen” — mogen 
ter velen zijn — hebben te beslissen, in hoeverre ik bij dezen 
arbeid geslaagd ben. Voor verschillende op- of aanmerkingen, ook 
al betreffen zij geen hoofdzaken, houd ik mij zeer aanbevolen ! 

Den Haag, Julì 1899. Ars. L. 


Ars. LasBeERrTON, Vragen en Opgaven bij „De Theorie van het 
Rekenen’. Repetitie-boekje ter voorbereiding voor het 
examen Art. 564 Wet L. O. (78) . . . . . « f 0,65 

s-Gravenhage, 1897, De Gebroeders van Cleef, 
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Voorbericht. Deze verzameling „Vragen en Opgaven” behoort in 
t bijzonder bij mijn pas verschenen „Theorie van het Rekenen” en 
vormt daarmede één geheel. Ze kan gebruikt worden al dadelijk 
bij de eerste behandeling van het Leerboek of later, als een over- 
zicht van het totaal der leerstof verkregen is en een grondiger en 
uitgebreider beoefening dier leerstof als wetenschappelijk geheel 
meer op den voorgrond treedt. Dat zal van de omstandigheden af- 
hangen. Maar de bedoeling der Verzameling is, dat zij door de 
as. candidaten voor het acte-Examen L.O. geheel zal worden 
doorgewerkt, als herhaling en toepassing der theoretische lessen. 

Met de 2 stukjes „Rekenkundige Vraagstukken” en de „Vragen 
en Opgaven” over het „Meetkundig Rekenen” is hiermede nu een 
stel repetitieboekjes verkregen, dat alles omvat, wat voor het leer- 
vak Rekenen op het Examen Art. 564 Wet L. O. geëischt wordt. 

Moge ook deze uitgave een gunstige ontvangst ten deel vallen bij 
allen, die rekenkunde te onderwijzen hebben! Voor op- of aan- 
merkingen houd ik mij zeer aanbevolen. 

Den Haag, Augustus ’99, Ars. L. 


Eene meetkundige eigenschap. 


Als men uit de hoekpunten C en D van een vierhoek ABCD 
en uit het snijpunt E zijner diagonalen loodlijnen CF, DG en 
EH neerlaat op de zijde AB, is de oppervlakte van den vier- 


hoek gelijk aan LAB X Ged 


2 EH 


Onder no. 1548 
bl. 15 vindt men 
nog 2 oplossingen, 
doch met hulp- 
lijnen. 

Deze is echter 
zonder de hulplij- 
nen LK, AK, DK 
en CK gevonden 
door een leerling 
der 4de klasse van 
een gymnasium en 
ingezonden door 
Dr. G. », J. M, 
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Opp. trap. CDGF = (GD + CF) GF 
„ ABOF =5CF.BF 


A ADG =D. AG 


opt. 
Dppevierh. ABCD = SS appr 
=,GD.AFHCF.GB. Prest 


Uit AACFm A AEH en A BDG» A BEH volgt 
CF:EH=AF:AH en DG: EH = GB: HB 


CF. AH DG. HB 
dus AB oat onee (2) enn GB Eon enk ete (3) 
(2) en (3) in (1) gesubstitueerd , geeft 


E 1 CF.AH , 1 DG. HB 
Opp. vierh. ABCD == 5 GD. TEE de 5 CF. EE 


mel AH—HB 1 CF. DG 
=, GD ‚CF. en nT 
VRAGEN BEANTWOORD. 

Naar aanleiding van de aanteekening op blz. 54 bij het 
Leerboek der Algebra van Derksen en De Laive vroeg men 
inlichtingen omtrent dit boek, die ten deele reeds op blz. 151 
en op de omslagen der afleveringen onder de correspon- 
dentie zijn beantwoord. Dewijl nu weer gevraagd is, wat er 
wel uit bestudeerd moet worden voor de akte Wiskunde L. O. 
en wat men er uit kan overslaan en waarin het zich van 
andere boeken onderscheidt, zal nu worden aangegeven, wat 
als eigenaardigheden van dit boek te beschouwen zijn. 

In hoofdzaak is dit wel het volgende : 

Deel I. 1) De systematische behandeling der „ontbin- 
ding in factoren’, welke tot 8 groepen zijn teruggebracht. 

2) Het beschouwen van negatieve getallen, als tegengesteld 
aan positieve getallen, waarbij de zoo lastige „eigenschappen'’ 
van optelling, aftrekking en vermenigvuldiging gemakkelijk 
kunnen worden bewezen en de leerlingen die bewerkingen 
eerder kunnen uitvoeren. (In deel IV worden echter de nega- 
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tieve getallen beschouwd als uitkomsten van „in het oog der 
leerlingen onmogelijke” aftrekkingen. 

3) De wijze van behandeling der merkwaardige quotienten 
(Bernouilliaansch bewijs). {Dit bewijs zal bij herdruk in deel 
IV komen, hopen we.| 

4) Vergelijkingen: De definitie (S 103, 113) „een vergelijking 
oplossen is de waarde van de onbekende zoeken, die van de 
leden een gelijkheid maakt”, en de bewijzen der eigenschappen 
der vergelijkingen, steunende op de eigenschappen der gelijkheden. 

Deel II. 1) Wortelgrootheden: Verdeeling in wortels uit 
rekenkundige en algebraïsche getallen. Dit hoofdstuk is zeer 
volledig behandeld. In deel IV wordt bewezen, (hetgeen tot 
nu toe in geen leerboek voorkomt), dat een breuk rationaal 
gemaakt kan worden, wanneer de noemer een willekeurig 
aantal, maar geen andere dan tweedemachtswortels bevat. 

Het weglaten van de theorie der onmeetbare getallen en 
limieten en het behandelen daarvan in deel IV. 

2) Imaginaire en complexe getallen. Het bewijs, dat 
W—1, É/ — 1, enz. geen nieuwe imaginaire eenheden zijn. 

3) Vergelijkingen van den 2en graad met 1 onbekende. 
Het hoofdstuk: „Invoeren en verdrijven van wortels bij de 
oplossingen van vergelijkingen met 1 onbekende.” 

Deel II. 1) Het terugbrengen van de vergelijkingen 
met kunstgrepen tot groepen. De regel, dat het aantal wor- 
tels van eenige stelsels vergelijkingen op zijn hoogst gelijk 
aan het product der graadtallen van de gegeven vergelijkin- 
gen is. Invoeren en verdrijven van wortels bij de oplossing 
van vergelijkingen met meer onbekenden. „Eindelijk is de 
kwestie over invoeren en verdrijven van wortels eens goed be- 
handeld’’ schreef de beoordeelaar van ’t werk, Dr. Frachers 
in het Schoolblad van 31 Oet. Ll 

2) Meetkundige reeksen. Het strenge bewijs, dat 


mbs 





ee is bij een afdalend meetkundige reeks met 


oneindig veel termen. 

3) Logarithmen. Het werken met logarithmen uit nega- 
tieve getallen (#). Het weglaten van de theorie der onmeet- 
bare exponenten. 
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4) Exponentiëele vergelijkingen en samengestelde interest- 
rekening. Het verdeelen in groepen, om de moeielijkheid 
geringer te maken. 

5) Rekenkundige reeksen van hoogere orde. De inter- 
polatie-formule. 

Deel IV. Weglaten bij eene eerste lezing : Onbepaalde 
coëfficienten , Reeksen en (wellicht!) Maxima en minima. 

Eigenaardig het bewijs, dat in een logarithmenstelsel, dat 
8 tot grondtal heeft, de logarithme van elk getal zoo nauw- 
keurig bepaald kan worden als men wil (S 39). 

Algemeene opmerking. De waarde van het boek ligt, be- 
halve in de opname van enkele onderwerpen, die tot nu toe 
niet in de algebraïsche leerboeken voorkwamen, daarin, dat 
de moeielijkheden verdeeld worden. Na elke eigenschap wor- 
den, zoo mogelijk, voorbeelden uitgewerkt, voor de leerlin- 
gen aan de opgaven beginnen. „Het werk is methodisch van 
begin tot eind” schreef de beoordeelaar ervan in het Tijdschrift 
voor Onderwijs en Opvoeding (Jrg. II, 1899, bl. 279). 

Hiermee hopen we, dat aan het verlangen der vragers is 
voldaan, alsmede, dat zij nu zelf het boek zullen gaan door- 
werken, wat toch in het algemeen de eenige manier is, om 
te weten te komen, wat er in een boek staat. 


OPLOSSINGEN DER OPGAVEN 1641—1660. 
1641. Als men voor zr == he 1415926 .... aanneemt 


3 + 0 1 ( 2— 500 of W/31, welke dezer benaderde 

waarden is dan ES dens 

(Hoofdaete Utrecht 1898.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 


Daar we niet weten, hoeveel cijfers we bepalen moeten , 
kunnen we niet van de verkorte bewerking gebruik maken. 
Om geen onnoodig werk te verrichten, beginnen we aan beide 
worteltrekkingen gelijk en bepalen beurt voor beurt een cijfer 
in elken wortel, tot we in de uitkomsten een verschillend 
cijfer krijgen. 
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1 1 ‚ /1799 
301 V (25) Ir 8 470 900 


EL 1799 1 


0,01 | 99 | BR. … = 0,141382 
1 





99 
AX4=0B 3 H10,01998 = 3,141382 
388 
281 X 1 — 281 
10788 
2823 X3 — 8469 
931988 
98268 X 8 —= 226144 
584488 
282762 X 2 — 565524 
18964 
9 27 D81 == 3,141380 
o1 27 
934 2701 4000 
1 2791 
9421 2883 1209000 
3736 1168144 
94233 292036 40856000 
16 29588221 
942398 295788 11267779000 
0421 8880140997 
942414 29588221 2387638003000 
1) 2368324079072 
29597643 19313923928000 
282699 
2900040950 
9 
2960329707 
7539184 
20004050 
64 


296048049132 


249 


We zien dus, dat de eerste waarde de grootste is en dat 
beide kleiner zijn dan zr; de eerste waarde is dus de nauw- 
keurigste. A. LENSTRA. 


1642, Een kapitaal A staat p maanden uit tegen a °/, ’s jaars 
n » B 5 4 ” » „ 0» ” 
» » CPR » » neen » 
Hoe lang zal men deze kapitalen gedurende een ge- 
lijken tijd moeten uitzetten om evenveel rente te 











trekken ? 
(Hoofdacte Breda 1884.) H. VERHAGEN. 
Oplossing. 
Het kap. A staat p mnd. uit teg. a °/, en geeft dus ed rente 
Bxqxb 
” ” B ” q ” A. b Île ” »” »” 1200 »” 
CxrXc 
En 7» „ C°] » ,) TSO 
Samen geven zij dus 
fo DEED an 
Stel, dat elk kapitaal nu x maanden uitstaat, dan geeft het 
kap. A, dat # m. tegen a°/, uitstaat E en rente, 
B XxxX Db ERG 
B De 1200 n C JE {E00 rente , derhalve samen 
Bxat-BX54CXe 


Beide renten moeten gelijk zijn, dus 
_AXxpXatBXgXbt Xr Xe 
AxXatBXxbJCXe 
T. MaxrsveLrr Berck. 





1643. Een wijnhandelaar heeft zooveel minder dan 2 HL. wijn 
à f1,20 den L., als hij meer dan 1 HL. heeft à 90 


cent den L. Hij mengt beide soorten dooreen en ver- 
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koopt nu den L. met Hen °J, winst voor f 1,25. Hoe- 


veel L had hij van elke soort ? 
(Raaprrsma IV, 3e afd., no. 27.) H, VERHAGEN. 


Oplossing. 
Een wijnhandelaar heeft zooveel minder dan 2 HL. wijn à 
f 1,20 den L., als hij meer dan E HL. = 1,2 HL. heeft à 


90 et. den L. 
In ’é geheel heeft hij dus (2 +- 1 23) HL: == 38 
5 mengt alles dooreen en verkoopt het mengsel met 


BTODOE we 
28 en PBT jk winst. 
Ì 
De verkoop is dus tn EN De en % van den ge- 


middelden inkoop. Dit is f 1,25. De gemiddelde inkoop be- 
draagt dus: 8100 x (f 1,25 : 10000) — f1,0125. 

Verkocht hij alles tegen dien prijs, dan won noch verloor hij. 

Op den wijn van 90 ct. won hij f 1,0125 — f 0,90 = f 0,1125 
per L. 

Op den wijn van f1,20 verloor hij 

f 1,20 — f 1,0125 = f0,1875 per L. 

Winst en verlies zijn gelijk. De partij van f 1,20 —. 
staat dus tot dien van 90 et. + ...., als 0,1125: 0,1875 =3: 5. 

Samen zijn ze 3,2 HL. De eerste partij is dus à X 3,2 HL. 


— 1,2 HL. en de andere (3,2 — 1,2) HL. = 2 HL. 
J. C. Moerpijk. 


1 
1644. Bepaal — VE st 5 V5—s 5 Zop 7 nauwkeurig. 
H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
De gegeven vorm is als een verschil te beschouwen. Wil 


s 1 8 
men zijn waarde bepalen op 7 nauwkeurig, zonder dat men 


weet, of de uitkomst te groot of te klein is, dan kan men 


DEN ED 
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1 
aftrektal en aftrekker beie te klein en tot op 7 nauwk. nemen. 
Daartoe moeten de twee termen van het aftrektal elk op 


Ei ee Ee nauwk. en te klein worden berekend. 











WES sf 8xl4t «A /3X142:20 029,4 5 
5 V5 20” V 20xX14? 7 EE OK en 57 
(te kl.) 
Lvl v2 zn rn ELI On 
BEV aen V5OT V5OXI42 TTA 14 
(te kl.) 
VE EN (nauw. op 5) = 7 (tell) 
1 
RE AXT 2x1s:185 FP °T35_1 
A 5 1 TTT 
| (te kl.) 
MENE 108 0102 1 3 
5 Spe Vo-g75 (raak op 7) =r 
Re veeWe 


1445. Een winkelier koopt thee à f/2 en à /2,25 per KG. 


Later verkoopt hij ze, de eerste partij à f 1,60, de 
tweede à f 2,50 de KG en ontvangt in ’t geheel f 490. 
Zoo hij 65 of verloren heeft, vraagt men naar de 
grootte van elke partij ? 

(S. pr Gast), opl, rek. vr., 41 bl. 99.) H. VERHAGEN. 


Oplossing. 
1 KG. thee van f 2 inkoop is verkocht voor f 1,60, Daar 


2 : SERT 
er 65 of, verloren is, ontvangt de winkelier voor deze thee 


gemiddeld 1867 cent, dat is 26. cent meer dan f 1,60. 


De thee van f 2,25 de KG. is verkocht voor f 2,50. Daar 


er 6 of, verloren is, brengt deze thee gemiddeld op 210 cent 
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per KG., dat is 40 cent minder dan f 2,50. Het aantal KG. 
van de eerste partij staat dus tot dat van de tweede partij 


Mi 
als 40 : 26 = 3 : 2, De inkoop ie x f490 = f 525. De 


gemiddelde inkoopsprijs is (3Xf22Xf2,25):5 = f 2,10. 
Er is dus gekocht (525: 2,1) x 1 KG. thee = 250 KG. thee. 
De eerste partij is dus (250: 5) x 3 KG. thee — 150 KG. thee, 
en de tweede partij 100 KG. thee. J. Hommes. 


1646. Als » oneven is en geen 5-voud, bewijs dan, dat 


Aen door 80 deelbaar is. (n = geheel getal). 
(WisserinK 4e Verz., S33,, no. 3) H. VERHAGEN. 


Oplossing. | 
nt —1=(n? — 1) (n? +1) == (n — 1) (n + 1) (n? +1) 


80 =24x5. nis oneven, dus n —1 en n +1 zijn beide 
tweev., terwijl òf n— 1 òf n J 1 een vierv. is; n? +1 is 
ook even. Hieruit volgt: (n—1)(n-1)(n? +1) is een 
zestienvoud. „== 5-v. +1, 5-v.—1, b-v +2 of 5-v. —2. 

Is n= 5-v. 1, dan is n — 1 een 5-voud. Is n = 5-v. — 1, 
dan is n J- leen 5-voud. Is = 5-v. + 2, dan is n? = 5-v. +4 
en n? +1==ö-voud. Hieruit volgt, dat „* — 1 altijd een 
5-voud is. n* — 1 is dus altoos door 80 deelbaar. 

W. H. DeEELMANN, 


1647. Twee evenwijdige lijnen RR, en SS, zijn gegeven en 
een loodlijn daarop, snijdende RR, in A en SS, in 
B. Op RR, neemt men van A af een stuk AA, en 
op SS, (van B af aan den zelfden kant van AB) een 
stuk BB,, zoodat AA, Xx BB, = AB*. Men trekt 
AB, en A,B elkaar in M snijdende. Uit M laat men 
op AB een loodlijn neer, die AB in P en AB, in Q 
snijdt. 

Laat eindelijk C het snijpunt zijn van AB en A,B,, 
dan vraagt men te bewijzen : 
le dat de meetkundige plaats van ’t punt M een cirkel- 
omtrek is; 
2e dat M het midden is van PQ; 
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3e dat de raaklijn aan genoemden cirkel in M door het 
punt C gaat. 
(Ex. Wisk. L. O. Soerabaja, 1899.) 

| Oplossing. 

BR,//SS,, ABL RR, en LSS,, AA, .BB, = AB. 

Uit het bovenstaande volgt, dat ABB,A, een rechth. tra- 
pezium is, waarin AB, Ll A‚B. 

AB is hier constant en / AMB steeds recht, de meetk. 
plaats van ’t punt M is dus een cirkelomtrek met AB als 
middellijn. 

Trek MP | AB, dan is PQ//AA,. We hebben nu 

CM:CD =PM:AD en CM:CD == MQ: AD, 
maar AD—=A,D, omdat CM de evenwijdige zijden midden- 
door deelt (zie het bewijs daarvan in „De Vriend der Wis- 
kunde”, XIII, 1898, blz. 85 no. 1452), dus 
PM:AD=MQ:A,D, derh. PM = MQ. 

In den rechth. A AMA, is AD == DA, , dus AD -= MD en 
AMD =/ MAD. 

Vereenig M met het midden R van AB, dan is AR —= MR 
en Z MAR = / RMA. 

Verder is RMD =/ RMA —J-/ AMD 
of / RMD =/ RAM + / MAD = / BAD of / RMD == 90°, 

CM staat dus loodrecht op RM. 

De raaklijn aan genoemden cirkel in M gaat dus door C. 


AE GEENT 0 DE 
Tweede oplossing. 


1°, Gegeven is AA, XBB, = AB? of 
NARE ADR tab BB, 

Hieruit blĳkt, dat de rechth. AA A,AB en ABB, de 
rechthoekszijden evenredig hebben; ze zijn dus wo, zoodat 
LAA, B==/ BAB. Maar / ABA, is het complement van 
LAA B, dus ook van / BAB, , derhalve is / AMB — 90°, 
Het punt M ligt bijgevolg op den cirkelomtrek, dien men uit 
het midden O van AB op AB als middellijn kan beschrijven. 
Trekt men door een punt binnen of buiten dien cirkelomtrek 
rechten AB, en BA,, dan toont men langs indirecten weg 
gemakkelijk aan, dat AA, X BB, in dat geval niet = AB? is, 
Derhalve is die cirkelomtrek de meetk, plaats van ’t punt M, 
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29, Uit de gegevens volgt, dat AA,, PQ en BB, onder- 
ling evenwijdig zijn, Dus 
AA,:PM =AB:PB'S AB: BM SAAD 
Uit de ne en de laatste NO volgt : PM = MQ. 
3°, Trekt men door M een raaklijn aan cirkel O, snijdende 


BB, in D, dan is L BMD — ; bg BM —/ BAB, De laatste 


L is == Z MBD, wijl ze beide / AB,B tot complement hebben. 
Dus Z BMD —=/ MBD en BD — MD. Maar / BMB, = 
90°, zoodat de // DMB, en DB,M gelijk zijn, wijl ze ge- 
lijke complementen hebben. Bijgevolg is B‚D = MD = BD 
en D derhalve het midden van BB, 
MD halveert dus PQ en BB, en daar BB, // PQ is, zal 
MD door het snijpunt van PB en QB,, dat is door punt C 


gaan. | R. v. W. 
1648. Als a en 5 gegeven lijnen voorstellen, vraagt men 
eene lijn 
4 â 
dr UA EYE U) VN te construeeren. 


Bla (a + b)? + a (a—b)3 
(Ex. Wisk. L.O. Soerabaja, 1899.) 
Oplossing. 


bt 
Schrijf den teller in den vorm 1/a? (cr + _) 


b? ” â 
en construeer de rechte p = es dan is pis ri 


dus wordt de teller dan v/a? (a? + p?), 

Bepaal verder q =v(a? + p?), dan is g3 =a? J p2, dus 
de teller —= vra?g? = ag. 

De noemer wordt na herleiding 

v(2a* 6426?) of — Pa? (a? J- 362) 

construeer de rechte „n == v jar + (br/3)? | dan is 

n? —=a? +362, dus noemer —= P'2a?n? = 1 (ar 2). n 
bepaal m =1v(ar/2) n 


De gevraagde lijn wordt dan voorgesteld door nd, Zij is 
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dus de 4de evenredige tot m, a en q, welke geconstrueerd 
kan worden uit het gegevene en het gevondene. 
| T. Manrsverr Becx. 


1649. Een driehoek te construeeren als gegeven zijn: de 
basis, het verschil der opstaande zijden en het verschil 
der loodlijnen uit de uiteinden der basis op de op- 
staande zijden neergelaten. 

(Ex. Wisk. L. O. Soerabaja 1899). 
Oplossing. 

Analyse. Zij A ABC de gevraagde. AB | BC, BE | AC. 
Maak CF =BC, dan is AF —= AC — BO het verschil der op- 
staande zijden. Trek FG _L AD, dan is AG —= het verschil 
der loodlijnen, want, als men FH // AD trekt en B met F' 
vereenigt, is in den geliĳkbeenigen A CBF FH —=EB en in 
den rechthoek FHDG is FH == GD, dus GD == EB, derhalve 
AG = AD — DG == AD — EB. 

Nu is in den rechthoekigen A AGF / G=90°, AG het 
verschil der lood'ijnen, AF het verschil der opstaande zijden 
en Z AFG == den tophoek C. 

De driehoek is dus te construeeren, want de basis, het 
verschil der opstaande zijden en den tophoek zijn gegeven. 
De tophoek wordt verkregen uit de constructie van den recht= 
hoekigen driehoek AGF uit de gegevens. 


We onderscheiden 2 govallen, naar gelang AC , CB is. 


Constructie. erste geval. An sA Cm € Bieren Oes Se uik 
A AGF verkregen. 


1 
ZL CEB —= 90°— 5 LC is te construeeren. 


ZL AFB is dus ook te construeeren, derhalve is A AFB ts 
construeeren. Deel FB rechth. middendoor, verleng AF tot 
ze deze deellijn in C snijdt en vereenig C met B. 

Tweede geval. AC {CB. Maak CF —=CB, dan is A BFC 
gelijkbeenig en / CFB = goe — LC en A AFB is te 
construeeren verder als boven. 

Dewijl AG { AF is, moet het verschil der loodlijnen kleiner 
zijn, dan het verschil der opstaande zijden, A. GD. B, 
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Tweede oplossing. 


Van A ABC is gegeven : 1°, de basis AB; 2°. het verschil 
der opstaande zijden; 3°. het verschil der loodlijnen , uit A 
en B op de opstaande zijden neergelaten. 

Gevraagd : Uit deze gegevens den driehoek te construeeren. 

Analyse: Neem op AC een punt F zóo, dat CF = BC 
en trek BF, 

Laat uit A en F de loodlijnen AD en FH op BC en uit B 
de loodlijn BE op AC neer. Trek vervolgens FG || BC, dus 
L AD. Nu is, omdat A BFC geliĳkbeenig is, BE = FH 
en omdat FG // BC is, GD = FH == BE en dus AG = AD — BE, 

Verder is AF = AC — BC, | 

Uit FG //BC volgt: / GEB =/ FBC en uit de gelijkbee= 
nigheid van A BCF volgt: / CFB = ZL FBC; derhalve 
LGFB=/ BFC of BF deelt / GEC middendoor. 

Als verder I het midden van BF is, dan is CI | BF. 
Hieruit volgt deze constructie. 

Construeer een rechthoekigen driehoek AF G, waarin de 
hypotenusa AF — het verschil der opstaande zijden en de 
rechthoekszijde AG — het verschil der loodlijnen. 

Deel den supplementshoek van / AFG middendoor. Be- 
schrijf uit A als middelpunt met de basis als straal een cirkel= 
boog, die de deellijn in B snijdt. Trek AB. 

Richt in het midden I van BF een loodlijn op. Verleng 
AF tot ze die loodlijn snijdt in C; trek BC, dan is A ABC 
de gevraagde driehoek. 

Daar Z AFB stomp moet zijn, voldoet alleen het snijpunt 
B en er is dus slechts éen driehoek, die voldoet. Voor de 
mogelijkheid der constructie wordt vereischt, dat het verschil 
der loodlijnen kleiner is dan dat der opstaande zijden; als- 
mede dat het verschil der opstaande zijden kleiner is dan de basis. 

Als het verschil der opstaande zijden — O en dat der lood- 
lijnen ook — 0 is, is de constructie onbepaald. J.B. BAKKER. 


1650. Men vraagt den vorm 
3r-—5 (2 — av 3) — (re — 513) 2 
in twee factoren van den eersten graad te ontbinden, 
(Ex. Wisk, L, O, Soerabaja 1899), 
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Oplossing. 
Stelt men den gegeven vorm == 0, dan krijgt men na 
herleiding en deeling door 3: 
B AE A Reset CE) 


Laten #, en we, de wortels dezer vergel. zijn, dan heeft men 
we —2) =0, 





E BROS 12 NSU 
B erm. 36 
ee He 2 
oe 6 6 ho 8 
Dr3--v2 T3— bg 


Het eerste lid van (1) kan dus worden voorgesteld door 
223 
( EI ns (@—v21-2-3). 
De gegeven vorm is derhalve == 
(Br HW 2-3) ev 2 J- LW 3). 
TANJA; LENsSTRA; A. G. Dn. B.; R. v. W. 


Tweede oplossing. 
322 —5 (2 —av3) — (4 — 53) vv == 
=de? Held 3— 2) — (10 — yr 6) 
Er. EN (Eijk 
=(mtt So — (10 — 5/6) Te 
ala oe — Lie6): 10 Brat eee Ze 
= (a 8 +25 —gr6) — 10+ Ar eet Pe 
INE 5 5 
= (3 +25 en 0) — (l6r5 — 55 v6) 
Leal 1? 
=(aB 4 gr — (g) v 501 — 2100) 
1 1 


1 [ 
=(ar3 4 gr (5) 1-50) 


let On 0 
=(ar3 + ige 35 tg) X 


Nn: 1 5 


2 
=(ar3 — 1 + 3 v6) (zu 3 +6 — 6). Terre 
De Vriend der Wiskunde. XIV. 17 


258 


1651. Iemand heeft een schuld van f/10000, Hij komt met 
den schuldeischer overeen, die met inbegrip van de 
rente à 4°/, af te doen in vijf gelijke jaarlijksche ter- 
mijnen te beginnen over 1 jaar. Hoe groot is elke 


termijn. 
(Ex. Wisk, L. O. Soerabaja 1899). 


Oplossing. 


Was de geheele schuld na 5 jaar betaald, dan had de 
__schuldeischer 1,04? x f 10000 ontvangen. Hij ontvangt 5 ge- 
lijke termijnen, waarvan er op interest kunnen worden ge- 
plaatst. Doet hij dit, dan zal hij na verloop van 5 jaar, 


elken termijn — « stellende, bezitten : 
Ommel 
(1,044 1,043 + 1,042 + 1,04 HI) X far = He X fx. 
OE 
De 
Dus is ee Xx == 1,045 X 10000 





WZ 

(1,045 — 1) a = 1,045 X 400 
—_ 1,045X400 _ 1,2166529024x400 __ 486,66116096 
71048 —1 7 1,2166529024—1 TT 0,2166529024 7 











=— 2246,27, 
Elke termijn is dus f 2246,27. R. v. W. 
Met logarithmen vindt men : 
log 1,04 == 0,0170333 log 1,045 = 0,0851665 
log 1,045 == 0,0851665 log 400 = 2,6020600 
1,045 == 1,216652 2,6872265 
1,045 —1 == 0,216652 log 0,216652 = 9,3357627—10 
log z = 3,3514638 
x= 2246,27, 


J.B. Barker ; Hommes; Lenstra; MansveLt BeoK; DEELMAN. 
Tweede oplossing. 
Stel, dat hij jaarlijks f x afdoet, dan hebben we 
” d & 


% & 
LOC ED 1,04? © 1,043 1,044 © 1,055 


of 10000 = Tos (1,044 1,043) 
| 


sd 


EE | 959 





© 1,045 —1 
A Ti CUT 
1,045 — 1 400. 1,045 
ET ro 
waaruit & == 2246,27. Am Giep.D, 


1652, Schrijf zoo eenvoudig mogelijk 


ee (5 zpaf ki î 
zo| Pae 
(Ex. Wisk. L. O. Soerabaja 1899.) 





Oplossing. 


ls en Ee Ain d (ES 3 as er) ze 
Pa BTT ns 
oi 
EE — av 3a Ne 3 as 
5 |s Sûn: 30 | 4 | 


E. Pian. 3r/as \! 
=| 35 ‚3 a EE 


| Et hes 
= ALE els) 























55 
5 vsa EE 
ge 34 3sae| 4 3aras 
36 6 
=|, „3tar 
8r35q5 Sar as 
l 12 35 1 SET 
Son U a 
1 12 311 Rea 
De mt WV 11 0 
B ni v3ligt 


MansveLT Brok; GRAVER; A. G, D. B, 
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Tweede oplossing. 


sik Vele ( REG 


vol 











EP 27a 
Ae 4-1. 
— q33P 32a? bi sd 
an in RE x def’ 
33aë 312qg1?2 3 2a? 
Tet LLN ae BE Et 
Sis A B 
—=—3 12 en 1 2 1 == Ì 1 Aai 
WV 3as 32a2 


HooG&NRAAD ; Als DeEELMAN ; TANJA; J. Hommes. 


1653. Drie getallen, waarvan de som 14 is, vormen een 
meetkundige reeks. Trekt men van het grootste getal 
2 af, dan krijgt men eene rekenkundige reeks. Welke 
zijn die getallen ? 
(Eindex. H. B. S. Ned.-índië 1899.) 


Oplossing. 


De som der rekenkundige reeks is 14 — 2 == 12, zoodat het 
middelste getal 12:3=4 is. 
Zij nu r de reden der meetkundige reeks, zoo is 


tijd l 


of Ad 4rt4rt =ldr 
of rrd i=0 
of r-D(r—3) =0 


Dus r=2 of rs 


Die 3 getallen zijn dus 2, 4 en 8 of 8, 4 en 2. Rv. W. 
Tweede oplossing. 


Zij de meetkundige reeks a, ar, ar?, 


1 —r? 
rar = 4 of a(l dr dr?) z=l14 ....« (1) 


Verder is dan de rekenkundige reeks a, ar, ar? —2, 





dan is a. 
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dus Datar —2)=12 


of ad-ar: —2=8 
ad art za(l Hr?) =10 
dit gesubstitueerd in (1) geeft ar + 10 =14 en ar=4 
aar? = 10 geeft a + 4r = 10 
(aJ-4r)? = 100 


16 ar = 64 

af 
(a—4r)? = 36 
adr 6. 


Uit a +4r =10 en a — 4r = 6 krijgen we a=Bonr=. 


De getallen zijn dus 8, 4 en 2, ADD. 


1654. z# te berekenen uit: 
gr? nt gel ERG gel EN zeh2 
(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië 1899.) 
Oplossing. 
ge? ae ovl NA gel Ee get2 
Dim (Te aes) ee (1 830) 
13 x2P E13 x37 
ge2 — 3% 


(z — 2) log 2 =zlog 3 
(e — 2) 0,30103 —= 0,47712x 
0,30103z — 0,60206 —= 0,47712x 
— 0,60206 = 0,176092 
x= — 0,60206 : 0,17609 
r=— 3,419. 
Lenstra; Boscu; DeermAN; MansveLT Beek ; J. B. BAKKER, 


1655. 2Ì (2— Bal Ei 


(Eindex. H. B. S. Ned.-Indië.) 
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Oplossing. 
23 (2-35) Ee WE Lv8 22 All—-lrv3) 
1 F3 RT 2 es 
(al tet ee 
ERE =H) (23) = 


—=2(l4v3) == 2 +23. T. MansveLT BeEoK. 





1656. Aan twee elkaar in C uitwendig rakende cirkels, welker 
stralen 3a en a zijn, trekt men eene raaklijn, die de 
beide cirkels resp. in A en B raakt. Bepaal den in- 
houd van A ABO. (Eindex. H. B. S. Ned.-Indië 1899.) 


Oplossing. 


Het raakpunt C ligt op de lijn MN, die de middelpann 
vereenigt, terwijl MABN een rechth. anne is. 
Nu is MN == MC + NC ==44 en 


ABES Vv LMN? — (MA — NB)? | = 2/3. 
Trek CD |L AB, dan is 


NC 
CD = NE XMA 4 ir X x NB 
1 
tE 
Inh. A ABC = AB. CD =1ja3. 


Aanteekeningen. {ACB == 90°; / AMC = 60°; ZBCN == 30°; 
gemakkelijk aan te toonen, als MN wordt verl tot zij het 
verlengde van AB ontmoet. R. v. We 


de Als "orb eg En, lijnen voorstellen, te construeeren 
En v (a: — ab + c?). 
(Eindex. H. Ei 3 En 1899.) 
Oplossing. 

Constructie. Construeer de vierde evenredige m tot 2c, a 
en b; teeken een rechth. A met a en c tot rechthoekszijden, 
en zij n de schuine zijde, dan is n? =a® + c?. Bepaal verder 
de middelevenredige p tusschen a en 5. 
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Daardoor krijgt men: #=—=m + Dm? — p?). 


De lijn Do — p?) —= q is de helft van een der recht- 


hoekszijden van een rechth. A , waarvan „ de hypotenusa en 
p de andere rechthoekszijde is. 

De samenvoeging van m en q levert rx op. 

Discussie. De constructie is onuitvoerbaar, als (a? —al+c?) 
een negatieve waarde heeft, dus als a? + c? {ab is. R.v. W. 


Tweede oplossing. 
Noem 5 = 2p. 


Construeeren we nu een driehoek met a en c als zijden en 
p als projectie van c op a, dan is de derde zijde: 
| (a? + c* — Zap) 


en de helft er van va’ Jc? — 2ap) =g. 


Construeer verder de vierde evenredige tot a, b en 2c, 
’ ab 
dan is: zo "3 o=rdg=s. 


J.C. Moerpijk. 
1658. Los # en y op uit: 
(23 —y3) (et Hy)=aen (w°+y) (2? —y!)=b. 
(Hers (LANKeReN Marrurs & Tescr) S 62, no. 69.) 
H. SreRsMA. 
| Oplossing. 
Gegeven is 
(3 — y3)(z? Jy?) ==? J- zy? oe ys — y> ei 
(23 +99) (2? — y= — ay? Hays ys =b. 
Door optelling en aftrekking vindt men: 
AES — gs) —=atb...(l) en Arty? —e2y)=a—b... (2) 
Deelt men (1) door (2), zoo komt er: 
DS Frye hagt +yt atb 








wy? ids 
of tetijfise @) 
de), en st ab 


Stel „2 dan gaat (3) over in 


1 1 
en et Arg De eG 


z2 a— 


Ss 
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À : 
Stel z + ze u, dan is 22 + E + 2 == U?, zoodat men voor 
(4) kan schrijven: 


ad b 2a 
tl Ve of u en == 


waaruit U, = Sh en w‚ RS Ja—b 











Uit EN volgt: 


zi — uz + 1=0, dus zj Egt). Baete El 


De verschillende waarden van z worden dus gevonden, als 
men de waarden van w in (5) substitueert. 


. & . 
Verder is —==z, dus v = yz, waardoor men in plaats van 


(1) kan schrijven: 


Î 
5 (4 + 5) 
2(Yszs—ys)zatb of Senn 
EEL) zat Des 
AE OT 


Brengt men hierin de waarden van z over, dan zijn daar- 
door r en y beide in a en b uitgedrukt. De antwoorden zijn 
zeer uitgebreid. J. Hommes; H. Srersma; R. v. W. 


1659. Als men uit een punt P der hypotenusa BC van een 
gelijkbeenigen rechthoekigen A ABC als middelpunt 
een cirkel beschrijft, die het verlengde der rechthoeks- 
zijden BA in M,‚ AB in M, CA in Nen AC in N 
snijdt, bewijs dan dat 
AM + BM + AN +CN=AM + BM + AN + CN. 

Oplossing. 
Trek POL AB en PQ v AC, dan is 
M'O == MO, POZ AQ, PQ == AOS 
M'A = MO + AO en MA == MO-— A0, 


dus M'A — MA — 2A0 =S 2PO 
Evenzoo is N'A—NA=2AQ=2P0=2B0. . . (2) 
MB—-MB=2B0 5 et 


en NUNC Z200. nn 


265 


Uit (1) en (4) volgt nu M'A — MA = NC — NC 


of MA ANC =MAANC. . (5) 
Uit (2) en (3) volgt N'A — NA = MB — MB 
of MB 4-NA=MBINA . . . (6) 


en uit (5) en (6) 
AM + BM + AN + CN=—= AM + BM’ + AN’ + ON. 
Tweede oplossing. 

Is AB —= AC, dan is / ABC = / ACB — 45°, 

Trek PO | MM' en PQ J NN’. Neem op OM een stuk 
OD = OB en trek PD, snijdende NN’ in E‚, zoo is OM = OM’; 
dus OM — OD = OM’ — OB of DM = BM’. 

Verder bewijst men gemakkelijk / ADE =/ AED = 4509, 
derhalve AD —=AE. Ook is / PEC =/ PCE = 45° en bij: 
gevolg QE = QC; QN — QE = QN' — QC of EN = ON. 

Maar EN=ANHAE—=ANHAD en DM = AM 7 AD. 

Dus DM + EN = AM + AN 


of BM’ JCN' == AM + AN 
2AM + 2AN —= 2BM' +4 20N'. 
Wordt bij beide leden der laatste gelijkheid AB + AC op- 
geteld, dan komt er 
AM + BM + AN + ON = AM’ + BM’ + AN’ + ON. 
R. v. W. 
1660. Als men uit het hoekpunt A van A ABC de middel- 
lijn AMD van den omgeschreven cirkel trekt, bewijs 
dan dat het punt D, het midden G van AB en het 
hoogtepunt H 3 punten in eene rechte lijn zijn. 
Oplossing. 
Trek de Hoegee BE en CF; deze snijden elkaar in H. 
Verder is / ABD = bg ACD == 90°, dus DB _| AB en alzoo 


DB//CH. Op dezelfde manier toont men aan, dat DC // BH is. 
Bijgevolg is BHCD een parallelogram, welks diagonalen 
BC en DH elkaar middendoor deelen. De rechte DH gaat 
dus door het midden G van BC, m.a.w. D, G en H liggen 
in een rechte lijn. 
J. B. Barker; MansveLr Brok; GRAVER; 
Houues ; LenstRA; R. v. W. 
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BIBLIOGRAPHIE. 

Bij P. de Lange te Deventer is verschenen : 
LOGARITHMENTABEL VOOR SCHOOLGEBRCIK, door N. L. W. A. 

GRAVELAAR. Afmetingen: 1,50 M. breed bij 1,60 M. hoog. 
Prijs: In vier losse bladen f 3,50, op linnen met rollen 
f 8.— , op linnen met rollen en gevernist f 10.—. (Proef- 
bladen zijn op franco aanvrage gratis verkrijgbaar.) 

Eene Logarithmenkaart. 

De Logarithmenkaart is een leermiddel, waarvan 
het nut niet twijfelachtig is. Om te doen zien, wat ze 
bevat, zullen we haar afdrukken, alsmede wat de Schrijver 
er bij aanteekent. Men kan haar dan beter schatten naar 
de waarde, die zij bij het onderwijs geven zal. 
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De ondervinding leert, dat bij de op!ossing van vraagstukken door 
middel van logarithmen de antwoorden, die de leerlingen vinden, 
meestal niet tot in de laatste decimaal overeenstemmen, zeer dik- 
wijls zelfs aanmerkelijk verschillen. 

Moet dit verschijnsel, waardoor het vertrouwen op de logarithmen 


ks 
4 
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wordt geschokt, voor een deel worden toegeschreven aan zeker ge- 
mis aan vaardigheid in het vlug en nauwkeurig cĳĳferen in het 
algemeen, voor een ander deel vindt het zijn grond-in de omstan- 
digheid, dat het opzoeken van de logarithmen bij gegeven getallen 
en van de getallen bij gegeven logarithmen wegens de interpolatiën, 
die meestal noodig zijn, voor tal van leerlingen een struikelblok blijft. 

Men kan dit gebrek, dat zich in de trigonometrie opnieuw en in 
nog sterker mate doet gevoelen, verhelpen, door de leerlingen klas- 
sikaal, mondeling en schriftelijk, in het gebruik van de logarithmen- 
tafel flink te oefenen en zich niet tot de behandeling van een paar 
voorbeelden te bepalen. 

Nu zijn er evenwel in den regel onder de leerlingen eenige, die 
de verklaring van den onderwijzer niet kunnen volgen, omdat zij 
de verschillende getallen, die genoemd worden, in de tafel, die vóór 
hen ligt, niet weten te vinden. De onderwijzer is dan genoodzaakt 
deze minder vlugge leerlingen afzonderlijk terecht te helpen, wat 
steeds tijdverlies en dikwijls, met name in talrijke klassen, stoornis 
veroorzaakt. 

Om in dit bezwaar te voorzien, heb ik een logarithmentabel laten 
vervaardigen, die vóór de klasse kan worden opgehangen en waarop 
de leerlingen, die achteraan zitten, de cijfers nog zonder inspanning 
kunnen onderscheiden. Met behulp van zulk een wandtabel kan de 
inrichting en het gebruik van een logarithmentafel verklaard wor- 
den, zonder dat de onderwijzer zijn plaats vóór de klasse behoeft 
te verlaten; hij heeft gelegenheid, om de getallen, die bij de oefe- 
ningen te pas komen, aan te wijzen en kan gemakkelijker dan anders 
zorg dragen, dat alle leerlingen zijn uiteenzetting volgen en vatten. 
Ook voor klassikale schriftelijke oefeningen is zulk een wandtabel 
bij uitstek geschikt. 

Zijn eindelijk alle leerlingen in staat met behulp van de tabel, 
die vóór hen hangt, de logarithmen bij gegeven getallen en de ge- 
tallen bij gegeven logarithmen te vinden, dan kan men deze oefe- 
ningen met de logarithmentafel zelf voortzetten, waarbij zich dan 
evenwel zelden meer moeilijkheden voordoen. 

En wat den tijd betreft, aan de bedoelde vooroefeningen besteed, 
deze wordt bij de toepassing van de logarithmen op vraagstukken 
van practischen aard ruimschoots uitgewonnen door de meerdere 
bedrevenheid der leerlingen, die tevens hun belangstelling en hun 
iĳver doet toenemen, twee onmisbare voorwaarden voor het wel- 
slagen van alle onderwijs. 

Buitendien moet vaardigheid in het hanteeren van een machtig 
instrument als de logarithmen niet alleen uit een materieel oogpunt, 
maar ook wegens haar formeele waarde van eminent belang worden 
gerekend; want de bewustheid van zoodanig meesterschap verhoogt 
het zelfvertrouwen en strekt ten prikkel aan nieuwe krachtsinspanning. 

Deventer, April 1895, N. L. W. A. GRAVELAAR. 
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OPGAVEN, 


waarvan de oplossingen vóór den 15°" Februari 1900 franco 


1681. 


1682. 


1683. 


1684. 


1685. 


1686. 


1687. 


1688. 


bij den Redacteur A. J. vAN BREEN te Arnhem 
worden ingewacht. 


A en B spelen samen. Na het eerste spel, waarbij B 


6 centen wint, heeft B ie maal zooveel geld als À. 


Na het tweede spel heeft A E maal zooveel en B E 


maal zoo weinig geld, als toen zij begonnen te spelen. 
Hoeveel geld heeft A bij het tweede spel gewonnen of 
verloren ? 
Bewijs, dat, als a —b en c—d beide deelbaar zijn 
door m, dat dan ook ac — bd deelbaar is door m. 
Als a:b =e:d, dan is: 

v (ma? J- nc? J- pac) _ a 

v (mb? + nd? + pbd) b 
Als gegeven is Ba —= 1/83, vraagt men v/a te be- 


naderen tot op zE (De bewerking laten staan.) 


Fen wijnhandelaar vermengt 2 soorten wijn. Neemt 
hij de hoeveelheden in reden van 2:3, dan kost de L. 
gemengde wijn f 1,26. Neemt hij de hoeveelheden in 
reden van 3:7, dan kost de L gemengde wijn f 1,245. 
Van welken prijs zijn de 2 soorten wijn? 

Bij zekeren temperatuur wijst de thermometer van 
Fahrenheit evenveel graden boven nul, als die van 
Celsius daar beneden. Hoe hoog wijst die van Réaumur ? 
Van de vergelijking: 2? —19r}84=0 . . . (1) 
is één wortel 5 meer, dan een wortel van de verge- 


lijking : 2315256 =0. . .< « « (2). 
Bepaal dien wortel zonder oplossing der vierkantsver- 
lijking. 


(Derksen & De Larve, Alg. II, S 210, 19.) Wa. 
Vereenvoudig : 


VATH6v 3461 52 —15) HT 613 — 61 52 —15) 


(Derksen & De Larve, Alg. II, Gem. opg.66.) Wa. 
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1689, HElimineer ez en y uit: 


Foa, vrj=b, mts 
(Derksen & De Larve, Alg. IV, Gem.opg.4.) L.K. 
‚ 1690. In het midden der cijfers van het getal 49 plaatst men 
het getal 48, men verkrijgt daardoor het getal 4489. 
In het midden der cijfers van dit getal plaatst men 
weer het getal 48, dan ontstaat het getal 444889 ; 
enz. dit doet men „ keer, Bewijs, dat men steeds een 
vierkant verkrijgt. 
(Derksen & De Larve, Alg. IV, Gem. opg. 10.) LK. 
1691. Bewijs, dat de vergelijking : 
m 
ra + v—b an 
alleen reëele wortels heeft, als m,n, a, b en c reöel 
zijn en m en » hetzelfde teeken hebbeu. 
(Derksen & De Larve, Alg, IV, Gem. opg. 22.) L.K. 
1692. Welke waarden van zen y voldoen aan de vergelijkingen 


(2 — YY Hw —Y) =725 Ve HI) Hv (y +2) =7. 








Á. G. p. B. 
1693. Welke waarden van zen y voldoen aan de vergelijkingen 
ee Aret) 10z 
Vla y)=y— ll 
CE) en nd 


| Am Grenen De 
1694, Hoeveel breuken zijn er met noemers 12 en 18, wier 


5 
Mm 55 bedraagt. 


(Toel.ex. Univ. 1897.) On: 

1695. Men vraagt in een rechthoekig trapezium een vierkant 
te construeeren , zoodat op elke zijde van het trapezium 
een hoekpunt van het vierkant ligt. 

1696. Een A ABC te construeeren, als de zijden AC en BC 
bekend zijn, alsmede de lijn CD, die de basis verdeelt 
in 2 stukken BD en DE, die zich verhouden als 2 
gegeven lijnen m en n. 

1697, In een gegeven cirkel een vierhoek te heen 
waarvan de diagonalen en den hoek, waaronder zij 
elkaar snijden, gegeven zijn. 


2170 


1698. Als men de loodlijnen kent, die uit 2 punten van den 


omtrek eens cirkels op eene middellijn zijn neergelaten, 
alsmede het deel der middellijn, dat tusschen de voeten 
der loodlijnen begrepen is, hoe vindt men dan de mid- 
dellijn? (Veeartsenijschool, 1898.) 


1699. Zie blz. 228. Cadettenschool 1899. Meetkunde. III. 
1700. Van een geliĳjkbeenig trapezium, waarin een cirkel kan 


435. 


436. 
434. 


435. 


439. 


440. 


beschreven worden, zijn de evenwijdige zijden a en b 

gegeven. Men vraagt: 

a. dit trapezium en den ingeschreven cirkel te con= 
strueeren, benevens den vierhoek, die de raakpun- 
ten des cirkels tot hoekpunten heeft; 

b. den inhoud van dezen vierhoek uit te drukken in 
a en b; 

c. een geliĳkzijdigen driehoek te construeeren, die den- 
zelfden inhoud heeft, als laatstgenoemde vierhoek, 

(Eindex. H. B.S) 


INGEKOMEN VRAAGSTUKKEN, 
waarvan de oplossingen gevraagd worden. 


Welk onderscheid is er tusschen 
va); vat en (v/ — a)? ? 
Welke tweevoudige beteekenis kan # — a hebben ? 


Onder welke voorwaarden is va — bj =P (a — b)P 
(435 —437 uit DerKseN & De Larve, Alg. II, S 147, 
no. 8, 14 en 24.) RE 
Als y/(11 +46) == Ve 4-1 y gesteld wordt, dan is: 
edy en LYS een 

Vul dit in, en bereken dan # en g. 

(DerKseN & De Larve, Alg. II, S 176, 6.) 1, 
Een A te construeeren,.waarvan gegeven is: de top- 
hoek , de hoogtelijn uit den top en het verschil der op- 
staande zijden. T. TANJA. 
Wanneer men in A ABC de hoekpunten A en B met 
de raakpunten D en F' der aangeschreven cirkels aan 
BC en AC verbindt, dan snijden AD en BF elkaar in 


AA 
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X. Bewijs, dat AX = 2 X de lijn, die het middel- 
punt van den ingeschreven cirkel 1 met het midden E 


van BC verbindt. Te TAN IE, 
De vrager deele s. v. p. mee aan welk boek of examen 
de vrgst. 439 en 440 ontleend zijn. Rep. 


441. Een A te construeeren, waarvan gegeven zijn : de basis, 
de hoogtelijn daarop en de projectie van het eene been 
op het andere. («) 


GOEDE OPLOSSINGEN, 
der Opgaven 1641—1660 zijn ingezonden door : 
A. G. d. B., 1647—53, 55—57. 
J. B. Bakker, 1643, 45, 46, 48, 49, 51, 53—55, 57, 60. 
T. Mansvelt Beck, 1641—43, 45—49, 51-—57, 60. 
S. Bosch, 1641—43, 45—49, 53 —57, 
W. H. Deelman, 1641—46, 48, 49, 51—57. 
J. Graver, 1641—49, 52—57, 59, 60. 
J. Hommes, 1641—60. 
P. Hoogenraad, 1652, 53, 55, 57. 
A. Lenstra, 1641—57, 59, 60. 
J. C. Moerdijk, 1642, 43, 45—49, 53—57. 
T. Tanja, 1645, 47—50, 52, 54, 57. 
R. v. W., 1641—51, 53—60. 
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LOGARITHMEN.) a 


S 1. Het begrip „logarithmus”. — Vroeger is uiteengezet, 
dat machtsverheffing de derde rechtstreeksche be- 


werking is, en dat door omkeering hiervan de wortel- 


trekking ontstaat. Is bijv. 2% = 8, en onderstelt men 
de uitkomst 8 en den exponent 8 bekend, dan kan men vragen 
naar het grondtal : 
ES 
aldus de vraag stellende: welk getal moet men tot de derde- - 
macht verheffen, om 8 te verkrijgen? Blijkbaar is 2 het be- 
doelde RER of zooals men zegt, de derdewortel van 8, 
en drukt men dit uit door te schrijven: 
Preis, 
Het is echter duidelijk, dat deze omkeering niet de eenige 
is, immers men kan ook de uitkomst 8 en het grondtal 2 
bekend onderstellen, en vragen naar den exponent : 
| ee: 
zoodat men de vraag stelt: tot welke macht moet men 2 ver- 
heffen, om 8 te verkrijgen? Door beproeving vindt men spoe- 
dig, dat die macht de derde is, zoodat 3 de gevraagde ex- 
ponent is. 


1) Met het schrijven van de volgende elementaire theorie der 
logarithmen beoogde ik niet het publiceeren van nieuw gevonden 
resultaten, doch alleen het leveren van een leiddraad voor het Mid- 
delbaar Onderwijs, grondiger en duidelijker dan in de meeste school- 
boeken wordt aangetroffen. Ik heb mij echter bepaald tot datgene, 
wat werkelijk voor den leerling van belang is, wat hij kan en moet 
machtig worden. — Mijn standpunt ten opzichte van de alg. eigen, 
schappen is nader uiteengezet op bl. 50—54 van dezen jaargang. — 
De letter e is door mij in tweeërlei beteekenis gebruikt: 10, die van 
het grondtal van het natuurlijke stelsel, de gewone beperkte be- 
teekenis 20, die van een willekeurig Sent een meer algemeene _ 
beteekenis. Tot dit laatste ben ik geleid door de overweging, dat 
zoowel de letter g (grondtal) als de letter b (basis), die gewoonlijk 
worden gebezigd, om een willeke-rig grondtal aan te AE als 


type veel minder geschikt zijn dan de letter e, 
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Was evenwel 2,2 — 2,828.... het grondtal geweest, dan 
zou de bedoelde exponent 2 zin, immers: 


(2772)? =8 
Was 8 het grondtal geweest, dan zou de bedoelde exponent 
1 zijn, want: SSS 


Al deze exponenten nu, 8, 2, 1, roemt men voortaan 
logarithmen van de uitkomst 8 en wel, ter on- 
derscheiding, respectievelijk den 2-logarithmus, den 2y/2- 
logarithmus, den 8-logarithmus, hetgeen men uitdrukt door 
te schrijven : 


log 8 == 3 
Vlog 8 =2 
Blogde 


Mraagt men dus bijv. naar den S-logarithmus van 625, 
dan vraagt men naar den exponent der macht, waartoe men 
5 moet verheffen, om 625 te verkrijgen. Daar deze exponent 
4 is, heeft men derhalve : 

slog 625 = 4 

In ’t algemeen verstaat men onder den e-logarithmus van 
zeker getal den exponent der macht,;-waaftoe ‘men e moet ver- 
heffen, om dat getal te verkrijgen; 

Uit de algemeene vergelijking 


rd 
volgt alzoo : 

WE ‘log a 
dus ook: log aen 


Het bepalen van een EER benik van een getal, gewoon= 
lijk logarithmusneming genoemd, vormt de zevende 
en laatste bewerking, ten doel hebbend om den ewponent eener 
macht te vinden, als de uitkomst der machtsverheffing en het 
grondtal bekend zijn. 


S 2. Logarithmenstelsels. — Uit het voorgaande is geble= 
ken, dat men van een getal verschillende logarithmen kan 
nemen, bijv. 3log 81 =4, log 81 = 2, enz. Men kan zich 
echter ook voorstellen, dat slechts één bepaald grondtal, bijv. 
2, gebruikt wordt, en men dus alleen rekent met 2-loga- 

De Vriend der Wiskunde. XIV. 18 
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rithmen. In zulk een geval spreekt men van een logarith- 
menstelsel, bijv. het 2-logarithmenstelsel, het 5-logarith- 


menstelsel enz. Er zijn derhalve een oneindig aantal loga- 


rithmenstelsels denkbaar. 

Men ziet echter spoedig in, dat niet alle getallen geschikt 
zijn, om als grondtal te dienen. Blijkbaar komen hiervoor 
slechts rekenkundige getallen in aanmerking, die grooter dan 
1 zijn: immers het getal 1 is geheel onbruikbaar (waarom #), 
en getallen kleiner dan 1 zijn niet aan te bevelen, omdat 
alsdan het toeaemen van den logarithmus zou gepaard gaan 
met het afnemen van het getal. 

Slechts twee logarithmenstelsels zijn in gebruik gekomen. 
Het eene dagteekent van 1619, toen SrerpeLL, een Engelsche 
wiskundige, naar aanleiding van de in 1612 door Jorn 
Napier (1650—1617) ontwikkelde logarithmentheorie als grond- 
tal aannam een onmeetbaar getal 2,71828.... gewoonlijk aan- 
geduid door de letter e. Deze e-logarithmen, ook wel na- 
tuurliĳjke of, ten onrechte, Neperiaansche loga- 
rithmen genoemd, en aangewezen door natlog. of 1, 
worden echter alleen in de hoogere wiskunde gebruikt. !) 

Het andere stelsel hebben wij te danken aan den Engel- 
schen wiskundige Herry Brraas (1560 —1630), die in 1618 
het getal 10 als grondtal aannam. Deze 10-logarithmen, ook 
wel Briggiaanseche of gewone logarithmen 
genoemd, en eenvoudig door log. aangeduid, worden tegen- 
woordig voor alle gewone berekeningen gebezigd. Brraas be- 
rekende ze reeds voor de getallen van 1 tot 20000, en die 
van 90000 tot 100000 (1618 —1624), onze landgenoot ADRIAAN 
Vracq te Gouda voor de getallen van 20000 tot 90000 (1628), 
zoodat de eerste logarithmentafel in 1628 verscheen. 

De moeite, destijds aan die berekeningen besteed, was 
echter veel grooter. dan tegenwoordig daartoe wordt vereischt. 


1) Het onmeetbare getal e = 2,718281828%..…… is de som der 


oneindige reeks Î + : Hr 1 n En Ti afm eee se en tevess de limiet 





1 f 
van (1 fr jr voor m == «@. In jaargang 1892 van het „Supple- 


ment’ gaf de heer Gravelaar een overzicht van Napier's theorie. 


nr 
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S 3. Algemeene eigenschappen '). — De eigenschappen, 
die voor alle logarithmen gelden, de algemeene eigen- 
schappen, volgen uit de machtsverheffing en hare eigenschap- 
pen, ‘omdat logarithmusneming omgekeerd is aan machts- 


verheffing. 
Uit ele 
volgt: Slog mh! derhalve : 


TL. Zn elk logarithmenstelsel is de logarithmus van het 


_ grondtal gelijk 1. 


Uit ahl 
volgt : fog 0 derhalve : 


H. Zn elk logarithmenstelsel is de logarithmus van de 
eenheid gelijk 0. 


Uit e —=a of log a—=a 


lb of log =y ê 
volgt door vermenigvuldiging van de overeenkomstige leden : 
e Ty Ees OD 


of logab=e ty 


| Slog ab = Yoga + “log b derhalve : 
HI. Zn elk logarithmenstelsel is de logarithmus van een 
product gelijk aan de som van de logarithmen der factoren. 


Uit el =a of log a= 


==} of log b =y 
volgt door deeling van de overeenkomstige leden : 
ty A 
e == 
b 
1) De behandeling dezer eigenschappen is genetisch, zij wor- 
den afgeleid uit die der machtsverheffing. Ten einde echter het 
inzicht te verhoogen, is het aan te bevelen, om bovendien elke 
eigenschap als stelling te behandelen en te bewijzen (zie blz. 
50—54 van dezen jaargang), bijv. 


“log ab = “log a+ flog b 


e e e élog b 
want ; EEn logö__ loga , eN 
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of fog & b == y 


Îlog 7 EEn “log a— “log b derhalve : 


IV. Zn elk logarithmenstelsel is de logarithmus van een 
quotient gelijk aan het verschil der logarithmen van deeltal 
en deeler. 


Gevolg. log = “log — Îoga 
=0— blog a 
== — blog a derhalve : 


In elk logarithmenstelsel is de logarithmus van het omge- 
keerde van een getal gelijk aan het tegengestelde van den 
logarithmus van dat getal. 


Uit E za of fog a—=t 
volgt: (Bs za" 
na 
e= û 
of: blog a =n.0 
blog a ==n {log a derhalve : 


V. Jm elk logarithmenstelsel is de logarithmus van een 
macht van een getal gelijk aan den logarithmus van dat getal, 
vermenigvuldigd met den machtserponent. 


Uit On of log a=e 
volgt: en | 
en 
” 


of blog Wa = 


„Slog a derhalve: 


VL. Zn elk ado NAE is de logarithmus van een 
wortel uit een getal gelijk aan den logarithmus van dat getal, 
gedeeld door den wortelevponent. 


3 4. Bizondere eigenschappen. — Bindt men het grondtal 
aan bepaalde voorwaarden, dan geraakt men verder tot de 
volgende opmerkingen : 


277 


a. Als het grondtal rekenkundig of positief is, 
zullen alle machten daarvan ook rekenkundig of positief zijn, 
nooit negatief. Hieruit volgt, dat rekenkundige of positieve 
getallen dan altijd een bestaanbaren logarithmus hebben, nega- 
tieve getallen daarentegen nooit, zoodat men dan van een 
negatief getal geen logarithmus kan nemen. 

b. Als het grondtal grooter dan 1 is, zal bĳ het 
toenemen van den exponent ook de macht toenemen, bij het 
afnemen van den exponent de macht afnemen. Nu moet men, 
om 1 te verkrijgen, het grondtal tot de Ce macht verheffen, 
dus moet men, om een getal grooter dan 1 te verkrijgen, het 
grondtal verheffen tot een macht, wier exponent grooter is 
dan 0, en, om een getal Krerier dan 1 te verkrijgen, het 
grondtal verheffen tot een macht, wier exponent kleiner is 
dan 0. Hieruit volgt, dat alle getallen, grooter dan 1, dan 
positieve logarithmen hebben, — alle getallen, kleiner dan 1, 
negatieve logarithmen. 

c. Als het grondtal een geheel getal is, grooter dan 
1, zullen de machten met geheele positieve exponenten 
ook weder geheele getallen zijn, die wel een bepaalde reeks 
vormen , maar niet onmiddellijk op elkaar volgen. Neemt men 
bijv. 6 als grondtal aan, daa verkrijgt men door zulk een 


machtsverheffing wel de getallen 1,6, 36, 216, 1296,..... 
Mesdus0, 1, 2,3, 4... tot logarithmen hebben, maar 
nooit de getallen 2, 3, 4,5, 7,8, 9,....…. Wij hebben 


dus te onderzoeken van welken aard de logarithmen dezer 
laatste getallen zijn. Geheel kunnen zij niet zijn, derhalve 
kunnen zij alleen gebroken of onmeetbaar zijn. Onderstellen 
wij bijv. dat Slog 24 == 18 was, dan zou men hebben: 


6E — 24 

13 

67 —= 24 
E63 — 24 

613 — 247, 


Dit nu is onmogelijk, want het eerste lid bestaat uit even- 
veel factoren 2 als 3, en dit is niet het geval met het tweede 
lid: immers het getal 24 ligt tusschen twee opeenvolgende 
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machten van 6, is dus zelf geen macht van 6 en kan der- 
halve niet bestaan uit evenveel factoren 2 als 3, bijgevolg 
kan dit ook niet het geval zijn met een macht van 24. Hier- 
uit volgt, dat zulk een logarithmus ook niet gebroken kan 
zijn: hij is derhalve onmeetbaar. 

Bij onderzoek zal blijken, dat men ten opzichte van een 
gebroken getal, gelegen tusschen twee opeenvolgende machten 
van het grondtal, tot hetzelfde resultaat komt. 

Verheft men verder een geheel getal, bijv. 6, tot machten 
met geheele negatieve exponenten, dan krijgt men de 
1 vent 1 
6’ 56° 216 | 
tot logarithmen hebben. Blijkbaar is de logarithmus eener 
echte breuk, gelegen tusschen twee zulke opeenvolgende 
machten, ook negatief ; bovendien kan men op dezelfde wijze 
als zooeven aantoonen, dat hij onmeetbaar is. 

Het voorgaande leidt ons derhalve tot het besluit, dat, 
als het grondtal een geheel getal is, grooter dan 1, alle 
meetbare getallen, die geen machten zijn van het grondtal 
met geheelen positieven of negatieven eeponent, een onmeetbaar 
getal tot logarithmus hebben. 


breuken —, —, oase: die alzoo — 1, —2, —3,...… 


S 5. Briggiaansche logarithmen.— Op deze logarithmen, 
die voortaan kortheidshalve door log worden aangeduid, is 
alles van toepassing, wat in de voorgaande paragraaf is op- 
gemerkt, omdat het grondtal 10 is positief, geheel en grooter 
dan 1, derhalve: 

a. Alleen positieve getallen hebben een Briggiaanschen 
logarithmus. 

b. De logarithmus van 1 is 0. De logarithmen der ge- 
tallen, grooter dan 1, zijn positief, die der getallen, 
kleiner dan 1, negatief. 

c. De logarithmen der machten van 10 met geheele posi- 
tieve exponenten, dat is van 10, 100, 1000,...…. zijn 1, 
2, 83,...., die der machten van 10 met geheel3 negatieve 
exponenten, dat is van O,l, 0,01, 0,001,....…. zijn —l, 
—2, —3,.e. De logarithmen van alle andere geheele 
of gebroken getallen zijn onmeetbaar. 
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Deze onmeetbare logarithmen worden gewoonlijk benaderd 
in een bepaald aantal, bijv. 5 decimalen, nauwkeurig tot op 


4 eenheid der laatste decimae!, bijv. 


2 
log 482 == 2,68305 
log 0,075 = — 1,12494. 


Om redenen, die later zullen blijken, maakt men bij zulke 
logarithmen onderscheid tusschen de geheelen, den wijzer 
van den logarithmus, en de decimalen, de mantisse van 
den logarithmus: 

log 482 —= 2 0,68305 
log 0,075 = — 1 — 0,12494, 

De negatieve logarithmen schrijft men echter gewoonlijk op 
een andere wijze, namelijk wel met een negatieven wijzer, 
doch met een positieve mantisse: 

log 0,075 = — 2 + 0,87506 == 0,87506 — 2 
omdat ook dan de logarithmus kan ontstaan uit den naast- 
kleineren geheelen logarithmus, door dezen te ver mee r- 
deren met een positieve echte breuk. 
(log 0,01 = — 2) 


S 6. Bizondere eigenschap. — De Briggiaansche logarith- 
men bezitten nog de volgende belangrijke eigenschap : 

Als een getal gelijk is aan 10, 100, 1000..., maal een 
ander getal, is zijn logarithmus gelijk aan dien van het an- 
dere getal, vermeerderd met 1, 2,3,.... 

Want, is bijv. log 4,82 = 0,68305 , dan is 

log 4820 — log (4,82 X 1000) = log 4,82 + log 1000 
— 0,68305 + 3. 

Hieruit volgt blijkbaar, dat de logarithmen van alle deci- 
male getallen, die alleen verschillen in de plaats van het 
decimaalteeken , dezelfde mantisse moeten bezitten, dus alleen 
verschillen in wijzer. 

Bijv. uit log 4,82 = 0,68305 volgt: 

log 48,2 — 1,68305 log 0,482 == 0,68305 — 1 
log 482 == 2,68305 log 0,0482 == 0,68305 — 2 
log 4820 == 3,68305 log 0,00482 — 0,68305 — 3 
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$ 7. Het bepalen van Briggiaansche logarithmen. — 

Wat de geheele getallen betreft, hunne logarithmen 
zijn reeds door Briaes en VrLacg berekend, waartoe het slechts 
noodig was, om de logarithmen der ondeelbare getallen te 
bepalen (waarom?). Van de aldus gevonden logarithmen zijn 
alleen de mantissen verzameld in daartoe ingerichte log a- 
rithmentafels, omdat men den wijzer altijd uit het hoofd 
kan bepalen, zooals wij aanstonds zullen zien. 

Wat de gebroken getallen betreft, deze schrijft men 
steeds als decimale getallen (nauwkeurig of onnauwkeurig), 
en aangezien men de logarithmen van decimale getallen altijd 
kan afleiden uit die van geheele getallen met behulp van de 
laatst bewezen eigenschap, kan men dus ook de gewone 
logarithmentafels gebruiken ter bepaling van de logarithmen 
der gebroken getallen. 

Bij het rekenen met logarithmen nu maakt men gebruik 
van bovengenoemde tafels, die de mantissen der logarithmen 
bevatten, terwijl men verder áen wijzer bepaalt met behulp 
van een viertal regels, die wij gemakkelijk uit het voor- 
gaande kunnen afleiden : 

«a. De machten van 10 zijn juist de termen der schaal 
van het tientallig stelsel. Uit 


log 100 =2 
loer sel 
log 1 0 
log0,1 == —l1 
log 0,01 == —2 
log 0,001 = — 8 


volgt dus de regel: 

De logarithmus van een term der schaal van het tientallig 
stelsel is gelijk aan het „aantal” der nullen, welke in dien 
term voorkomen , positief of negatief, naar gelang die nullen 
aan de rechter- of linkerhand staan. 

b. Nemen wij een willekeurig geheel getal, bijv. 482, dan 
vinden wij de mantisse van den logarithmus in de tafel, nl. 
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0,68305. Om EN, den wijzer te bepalen, zeggen wij: de 
naastkleinere term der schaal is 100, log 100 —=2, dus is de 
wijzer van log 482 ook 2. Dirhalye: 

log 482 — 2,68305. 

Ten einde nu ook tot een regel te geraken, waardoor de 
wijzer zonder bovenstaande redeneering gevonden wordt, mer- 
ken wij op, dat het gegeven getal 482 evenveel cijfers telt 
als 100, dus 1 meer dan het „aantal” der nullen van 100, 
en dat dit „aantal” moet overeenkomen met den wijzer. 
Hieruit volgt : : 

De wijzer van den logarithmus van een geheel getal is 1 
minder dan het aantal” der cijfers van het getal. 

Bij getallen, die op 1 of meer nullen eindigen, zooals 
48200, houde men nog in ’t oog, dat de mantisse van hun 
logarithmus dezelfde is als die van den logarithmus van het 
getal zonder de nullen, zoodat men, om de mantisse van 
log 48200 te bepalen, in de tafel slechts de mantisse van 
log 482 opzoekt. 

€. Nemen wij verder een decimaal gebroken getal, grooter 
dan 1, bijv. 482,75, dan heeft de logarithmus van dit getal 
volgens de eigenschap van $ 6 dezelfde mantisse als de loga- 
rithmus van het geheele getal 48275, zoodat men die man: 
tisse onmiddellijk uit de tafel kan opzoeken, n.l. 0,68373. 
Wat den wijzer betreft, deze is blijkbaar dezelfde als die van 
log 482, nl. 2, derhalve: 

log 482,75 — 2,68373. 

Aangezien men nu voor het bepalen van den wijzer de deci- 
malen buiten beschouwing kan laten, volgt uit den bij ge- 
heele getallen gevonden regel PNL 

De wijzer van den logarithmus van een willekeurig decimaal 
getal, grooter dan 1, is 1 minder dan het „aantal” der 
cijfers van de geheelen van het getal. 

d. Nemen wij eindelijk een decimale breuk kleiner dan 1, 
bijv. 0,075, dan heeft de logarithmus van dit getal volgens 
de eigenschap van S 6 dezelfde mantisse als do logarithmus 
van het geheele getal 75, zoodat men die mantisse weder 
dadelijk uit de tafel kan opzoeken, nl. 0,87506. Den wijzer 
vinden wij uit een dergelijke redeneering als onder b: de 
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naastkleinere term der schaal is 0,01, log 0,01 =— 2, dus 
de wijzer van log 0,075 is ook — 2. Derhalve: 
| log 0,075 = 0,87506 — 2. 

Om ook nu weder tot een gemakkelijken regel voor den 
wijzer te geraken, merken wij op, dat. 0,075 evenveel nullen 
aan de linkerhand heeft als 0,01 en dat het „aantal"” dezer 
nullen moet overeenkomen met de volstrekte waarde van 
log 0,01. Hieruit volgt: 

De wijzer van den logarithmus eener decimale breuk, kleiner 
dan 1, is gelijk aan het „aantal” der nullen, die aan de 
linkerhand staan , negatief genomen. 


S$ 8. Gebruik der logarithmentafel *). — Deze zijn er óp 
ingericht, dat men de mantissen der logarithmen van getallen 
van 1, 2, 3 en 4 cijfers onmiddellijk vindt, zoodat men bijv. 
dadelijk kan opschrijven: 

log7 == 0,84510 
Jog 73 — 1,86332 
log 781 — 2,26392 
log 7315 — 3,86421 

Bevat cen getal meer dan 4 cijfers, dan vindt men den 
logarithmus met behulp van een kleine bijberekening. Zij bijv. 
gevraagd naar log 73154, dan redeneert men aldus: 73154 
ligt tusschen 73150 en 73160, log 73154 ligt dus tusschen 
log 73150 —= 4,86421 en log 73160 —= 4,86427 en kan der- 
halve gevonden worden door den eersten logarithmus 486421 
te vermeerderen met een bedrag, dat zeker kleiner is dan 
het verschil dier beide logarithmen, d. i. 6 honderdduizendsten. 


1) Zij, die alleen een tafel der getallenlogarithmen wenschen aan 
te schaffen, kunnen de tafel van J. Versluys nemen, die de log. 
der getallen van 1 tot 10000 in 5 decimalen bevat, met Engelsche 
typen gedrukt (30 ct), zijnde een deel der verzameling gewone, 
Gaussische en goniometrische logarithmen (f 1,20), of de tafel 
voor schoolgebruik van Prof. Hartenstein, die op dezelfde wijze is 
ingericht, doch met kleiner gewoon type is gedrukt. De door Prof, 
van Pesch uitgegeven verzameling gewone, Gaussische en gonio- 
metrische logarithmen (f 1.—) kenmerkt zich door een volledige ver- 
klaring van de tafels en de aanwijzing van de logarithmen, die te 
groot genomen zijn, door middel van een achtergevoegd minteeken. 
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Welk deel hiervan is dat bedrag? 73160 is 10 meer dan 
73150, 73154 daarentegen slechts 4 meer, dus is dat bedrag 


E van 6 — 2,4 honderdduizendsten , zoodat 


10 
log 73154 — 4,86421 + 0,00002 = 4,86423. ') 

Zoo redeneerende, nemen wij aan, dat bij het toenemen 
van een getal, de toename van den logarithmus evenredig is 
met de toename van het getal. Dit is wel is waar niet het 
geval, als men de nauwkeurige waarden der logarithmen be- 
schouwt ?), doch mag hier worden oudersteld, omdat : 

1°, de getallen groot zijn en hunne verschillen klein, en 
dus elke toename van den logarithmus zeer klein moet zijn 
ten opzichte van dien logarithmus ; 

20, in plaats van de nauwkeurige waarden der logarithmen 
slechts benaderde waarden genomen worden, nauwkeurig in 
5 decimalen, op welke de uiterst geringe fout, die men 
maakt, geen merkbaren invloed heeft. 

In de meeste tafels vindt men bedoeld bedrag, het even- 
redige deel, reeds uitgerekend, zoodat het inter po- 
leeren van den gevraagden logarithmus tusschen de beide 
bekende logarithmen eenvoudig verricht wordt door: 

10. den logarithmus van het getal, dat ontstaat als men 
het cijfer der eenheden door een nul vervangt, uit de tafel 
__op te zoeken ; 

20, het verschil van dezen logarithmus met den naast- 
volgenden logarithmus te bepalen ; 

30, het evenredige deel voor het cijfer der eenheden, be- 
hoorende bij het zooeven bepaalde verschil, in de tafel op 
te zoeken ; 

40. dit evenredige deel op te tellen bij deu eerstgevonden 
logarithmus : 


1) Het is duidelijk, dat men deze uitkomst ook kan verkrijgen 
door log 73160 —=4,86427 te verminderen met 6/19 van Oi Oke 
log 73154 — 4,86427 — 0,00004 == 4,86423 

Gewoonlijk verkiest men echter de bovenvermelde manier van 
optellen. 

2) Men kan namelijk bewijzen, dat de logarithmus in sterker mate 
toeneemt dan het getal. 
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log 73150 == 4,86421 

ev. deel v. He 2 

log 73154 == 4,86423 
Bestaat het gegeven getal uit nog meer dan 5 cijfers, dan 
kan men ter bepaling van den logarithmus van dezelfde 
interpolatie-methode gebruik maken. Zij bijv. gevraagd naar 
log 731549, dan zoggen wij: 731549 ligt tusschen de getallen 
731500 en 731600, die respectievelijk tot logarithmen hebben 
5,86421 en 5,86427. Het verschil dier beide getallen is 100, 

het verschil hunner logarithmen 6 honderdduizendsten, dus is 

log 731519 — 5,86421 + ze Xx 6 hd. =5,86421 J-2,94 hd. = 
586424. en 
Het evenredige deel 2,94 h.d., op deze wijze bepaald , is 
echter niet in de tafel te vinden. Daarom herleiden wij de 


breuk so) op de volgende wijze: 


100 
49 40 9 4 Een 
100 = 100 + 100 S 10 + 1010 
waaruit volgt, dat wij den gevraagden logarithmus ook kun- 
nen vinden, door bij den bekenden logarithmus te voegen 
} ' 1 9 
zg ven 6 b.d. en bovendien nog io VR 7 ven 6 hd, 


m.a.w. het evenredige deel voor 4, en bovendien nog E 


van het evenredige deel voor 9. Van de tafel gebruik makende, 
schrijft men dus op: 
log 731500 = 5,86421 
ev. deel v. A 2,4 
n OE 0,54 
log 731549 —= 5,86424. 


bi ” 


S 9. Omgekeerd gebruik der tafel. — Elke gewone loga- 
rithmentafel kan ook nog in omgekeerde richting worden ge- 
bruikt, namelijk om het getal te bepalen , dat een gegeven 
logarithmus heeft. ) 


!) In den laatsten tijd zijn voor dit doel nieuwe tafels met zoo- 
genaamde antilogarithmen bedacht, ingericht op dezelfde 
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a. Zij het getal te bepalen, dat 2,43024 tot logarithmus 
heeft. Wij laten voorloopig den wijzer 2 buiten rekening en 
bepalen eerst met behulp van de gegeven mantisse de 
cijfers van het gevraagde getal. Hiertoe zoeken wij in de 
tafel naar een mantisse 43024: deze is op een bepaalde blad- 
zijde aanwezig en blijkt te behooren bij de cijfers 2693 , zoo- 
dat het gevraagde getal deze cijfers bevat. Daar verder de 
wijzer 2 is, besluiten wij dat het gevraagde getal is 269,3. 

Db. Zij het getal te bepalen, dat 0,43038 tot logarithmus 
heeft. Wij laten weder voorloopig den wijzer O buiten reke- 
ning en zoeken in de tafel naar een mantisse 43038. Aan- 
gezien deze niet is te vinden, nemen wij in hare plaats de 
naastkleinere mantisse 43024, behoorende bij de cijfers 
2693, zoodat in het gevraagde getal zeker deze 4 cijfers 
voorkomen, De ontbrekende 14 hd. trachten wij te vinden 
in het tafeltje der evenredige deelen voor het verschil 16. 
Wij vinden 14,4, dat wij met 14 gelijkstellen, en dat behoort 
bij het cijfer 9, zoodat het volgende en laatste cijfer 9 is, 
De cijfers van het gevraagde getal zijn dus 26939, en aange- 
zien de wijzer van den logarithmus O was, is het getal zelf 
2,6939. Kort samengevat : 

log © — 0,43038 
43024 geeft de cijfers 2693 
14 
14,4 geeft het cijfer 9 
% == 2,6939 

©. Zij het getal te bepalen, dat 0,43039 — 2 tot logarith« 
mus heeft. Wij laten weder voorloopig den wijzer — 2 buiten 
rekening en zoeken in de tafel naar een mantisse 43039. Aan- 
gezien deze niet is te vinden, nemen wij als in het voorgaande 
geval de naastkleinere mantisse 43024, die ons de cijfers 2693 
verschaft. De ontbrekende 15 hd, vinden wij echter niet in 
het tafeltje, behoorende bij het verschil 16; daarom nemen 
wij het evenredige deel 14,4 h.d., dat er het dichtst bij komt, 





wijze als de gewone tafels, doch met dit onderscheid, dat getal en 
logarithmus (mantisse) van plaats zijn verwisseld. Zie o.a. de nieuwe 
uitgave van A. Versluys: Antilogarithmen in 5 cijfers voor alle 
maatissen van 0000 tot 9999 (f 0,40). 
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en vinden links daarvan 9 als volgend cijfer van het getal. 
Het nu nog resteerende bedrag van 0,6 zoeken wij in hetzelfde 
tafeltje op als 6: wij vinden 6,4, dat wij met 6 gelijk stellen, 
en links daarvan 4 als laatste cijfer van het getal. De cijfers 
van het gevraagde getal zijn derhalve 269394, en aangezien 
de wijzer van den logarithmus -—2 was, is het getal zelf 
0,0269394. Kort samengevat: | 
log x = 0,43039 — 2 
43024 geeft de cijfers 2693 


15 
14,4 „ het cijfer 9 
soie 
0,64 Ad t 





(Wordt vervolgd.) x == 0,0269394 
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